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Vorwort

Viele Dissertationen der experimentellen Physik beschiftigen sich damit, eine
Apparatur zu konstruieren, um damit eine neue Gréfle zu messen oder eine
bereits bekannte Gréfie besser zu messen. Die Theorie stellt in den meisten
Fillen bereits Formeln zur Verfiigung, um anhand des dann erhaltenen neuen
MefBwertes ein Problem zu 16sen.

Seltener ist der umgekehrte Fall: die die Zahlenwerte erzeugende Apparatur
existiert bereits, und sie liefert (vom Standpunkt der Mefprizision) hervorra-
gende Ergebnisse. Auch das dazugehorige Problem existiert. Es fehlt aber das
geeignete Werkzeug fiir die Losung. Zwar gibt es Verfahren, um mit Daten wie
den vorliegenden &hnlich gelagerte Probleme zu l6sen, aber diese Verfahren sind
allgemeinerer Natur.

Meist jedoch erfiillen allgemeine Losungsverfahren nicht alle Anforderungen
eines speziellen Problems, so auch in diesem FKall. Erschwerend kommt hinzu,
dafl Apparatur, Problem und Lésungsverfahren hier verschiedenen Fachrichtun-
gen angehdren, so dafl es auch noch zu Kommunikationsschwierigkeiten kommen
kann.

Die vorliegende Fragestellung ist eine archiologische, ndmlich die Bestim-
mung der Produktionsorte von Keramikmaterial. Dazu haben sich unabhingig
von archdologischen Verfahren auch naturwissenschaftliche Analysen etabliert,
deren Ergebnisse statistisch weiterverarbeitet werden. Die existierenden stati-
stischen Methoden sind jedoch alle fiir eine sehr viel breitere Palette von Anwen-
dungen gedacht. Sie gehen weder auf alle Belange des archiologischen Problems
noch auf alle von der Messung gelieferten Moglichkeiten ein. Da aber beides be-
kannt ist, sollte versucht werden, als Briicke dazwischen ein neues Verfahren
zu entwickeln, bei dem es insbesondere auf Brauchbarkeit und Praktikabilitit
ankommt.

Deshalb wurde diese Arbeit geschrieben.






Einleitung

Zur Klarung historischer Fragestellungen gewinnen naturwissenschaftliche Me-
thoden zunehmend an Bedeutung. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn
schriftliche Quellen nicht oder nur unzureichend vorliegen, also insbesonde-
re in der Ur-, Vor- und Friihgeschichte. Neben Altersbestimmungen sind an
archiologischem Fundgut speziell Herkunftsbestimmungen von Interesse, um
die Beziehungen zwischen verschiedenen oder innerhalb von Kulturen ermit-
teln zu koénnen. Dafiir eignet sich besonders Keramik, die bei nahezu jeder
archiologischen Untersuchung gefunden wird, und deren Produktionsort un-
ter Umstinden vom Fundort abweicht. Da die Zuweisung zu einer Produkti-
onsstdtte mit archdologischen Mitteln allein oft nicht mdéglich ist, hat sich die
Materialanalyse als unabhingiges naturwissenschaftliches Verfahren etabliert.
Die gefundene Keramik wird auf ihren Gehalt an chemischen Elementen, Ver-
bindungen, Mineralen oder neuerdings auch Isotopen analysiert. Die naturwis-
senschaftliche Herkunftsbestimmung geht nun von der Annahme aus, daf§ glei-
che Spurenelementmuster (oder Minerale, Isotopenverhiltnisse, usw.) in Scher-
ben auf gleiche Herkunft oder sogar Rezeptur hindeuten, weil iiber das in der
Topferware enthaltene Spurenelementmuster eine eindeutige Beziehung zu der
verwendeten Tonlagerstitte hergestellt wird (Methode des “chemical fingerprin-
ting”). Dabei liegt die Annahme zugrunde, daf es keine zwei Tonlagerstitten
gibt, deren Spurenelementmuster vollig gleich aussehen. Fiir diese Annahme
wurde bisher kein Gegenbeispiel gefunden, wenn geniigend viele Variablen (che-
mische Elemente) zur Verfiigung stehen.

Moderne Multielementanalysen sind in der Lage, bis zu 30 chemische Ele-
mente innerhalb einer kleinen Probe von weniger als einem zehntel Gramm
zu bestimmen. Am Institut fiir Strahlen- und Kernphysik der Universitit
Bonn wird dazu routinemifig die Instrumentelle Neutronenaktivierungsanalyse
(INAA) eingesetzt, die dort zur Zeit eine Vermessung von bis zu 70 Proben im
Monat gestattet. Andere Methoden sind die Réntgenfluoreszenzanalyse (RFA)
und die noch in der Entwicklung befindlichen Methoden der induktiv gekoppel-
ten Plasmaspektroskopie (ICP).

Wegen der Fiille der erzeugten Daten und der zusdtzlichen natiirlichen Va-
riation des Materials auch fiir einen Herkunftsort ist eine nur manuelle Sortie-
rung der Daten nahezu unméglich. Deshalb wird der Vergleich der Spurenele-
mentmuster, die Zusammenfassung “gleicher” Proben zu Referenzgruppen und
die Zuweisung zu Mustern bekannter Herkunftsorte in der Regel mit Statistik-
programmen durchgefiihrt. Bei dieser Form der Herkunftsbestimmung miissen
jedoch mehrere sowohl mef— als auch datenspezifische Probleme beachtet wer-
den. Jeder Konzentrationswert wird mit einer gewissen Unsicherheit gemessen,
die von Probe zu Probe und von Element zu Element verschieden sein kann
und unter Umstdnden von systematischen Fehlern iiberlagert wird. Neben der
erwahnten natiirlichen Variation wird bei der Keramikherstellung der Ton in
aller Regel noch aufbereitet. Alles zusammen ergibt eine Unschirfe des che-
mischen Fingerabdruckes einer Tépferei und erschwert die Abgrenzung gegen
andere Produktionsorte. Ktablierte statistische Verfahren, die meistens fiir ei-
ne Vielzahl von Anwendungen entwickelt werden, sind oft nicht ausreichend



in der Lage, diese Probleme zu beriicksichtigen. In dieser Arbeit wird deshalb
ein speziell auf die Analyse fehlerbehafteter Multielementdaten zugeschnittener
Algorithmus zur Klassifikation vorgestellt, der daneben auch in der Lage ist,
systematische Fehler wenigstens teilweise mit einzubeziehen.

Zunichst wird die allgemeine Methode der naturwissenschaftlichen Her-
kunftsbestimmung kurz vorgestellt (Kapitel 1). Die wichtigsten etablierten stati-
stischen Methoden und ihre Probleme werden erliutert (Kapitel 11). Dabei wird
insbesondere auf die hierarchische Clusteranalyse und die Diskriminanzanalyse
eingegangen, da in der Archiometrie die Grenzen beider Methoden oft nicht
klar sind (oder nicht beachtet werden). Dann wird in Kapitel 111 die Grundidee
bereits existierender mathematischer Filter fiir Multielementdaten erkldrt. Un-
ter Beriicksichtigung der Meflunsicherheiten 148t sich daraus ein vollstindiges
Gruppierungsverfahren entwickeln (Kapitel IV). Ein breiter Raum (Kapitel V —
VII) wird der Beriicksichtigung von méglichen Stérungen oder Anderungen der
Zusammensetzung einer Probe durch Rohmaterial, Produktion oder Analyse
gewidmet, die die Herkunftsbestimmung unerwiinscht beeinflussen kénnen. Ma-
thematische Korrekturmechanismen werden aufgezeigt. In Kapitel VIII werden
dann weitere wiinschenswerte Details des entwickelten Verfahrens diskutiert,
die als Nebeneffekte ohne zusdtzlichen Aufwand nutzbar sind. Die Kapitel 1X
und X zeigen Querverbindungen des neuen Algorithmus zu bereits existierenden
Verfahren auf.

Die vorliegende Arbeit ist so angelegt, dafl auch in multivariaten stati-
stischen Analysetechniken unerfahrene Leser zumindest einen Uberblick iiber
die Méglichkeiten und Probleme der bisher hauptsichlich zur Herkunftsbestim-
mung eingesetzten Verfahren erhalten. Um an einigen Stellen den Gedankenflufl
nicht allzu sehr zu stéren, wurde auf Redundanzfreiheit weniger Wert gelegt als
auf Betrachtung eines Sachverhaltes moglichst von mehreren Seiten. Dariiber
hinaus wurde bei statistischen Methoden meist nicht nur ein Literaturhinweis
gegeben, sondern — auch, um die speziellen Probleme bei der Herkunftsbestim-
mung zu erliutern — das Verfahren etwas breiter dargelegt. Aus Platzgriinden
gilt das allerdings fiir die hierarchischen Clusterverfahren des Abschnittes 11.2.2
und den Summenbedingungsalgorithmus 1X.3 nur teilweise.



Kapitel 1

Herkunftsbestimmungen von
Keramik

I.1 Allgemeines

Keramik als eines der hiufigsten Fundmaterialien bei Grabungen wird von den
Archiologen bereits seit langem zur Klirung verschiedenster Sachverhalte ein-
gesetzt. Uber Art und Anzahl der gefundenen Tépferwaren sowie iiber stilisti-
sche Vergleiche 148t sich ein Fundplatz einer bestimmten Kultur zuordnen und
innerhalb dieser Kultur datieren. Die Bedeutung des Ortes wird klarer, und
unter Umstdnden weisen Funde von Scherben aus anderen Regionen und Kul-
turkreisen auf einen Warenaustausch hin. Diese archdologischen Techniken zur
Beschreibung und Klassifikation von Keramik sind weit entwickelt und liefern
oft bereits umfassende Aussagen.

Hat man es jedoch mit Kulturen zu tun, die sich iiber einen weiten Raum
erstrecken, oder mit Gefifien, die weit und h&iufig verhandelt wurden, so liegen
die Verhiltnisse nicht ganz so einfach. Oft ist zwar ein Keramiktyp bekannt,
seine Herkunft aber nicht. Ein Beispiel dafiir sind die “Vogelschalen”, die in der
ganzen Ostigiis vom 7. bis 5. Jh. verbreitet sind [Ker93]. Ein anderes Beispiel
ist die nach ihrem bekanntesten Herstellungsort “Pingsdorfer Ware” genannte
Keramik, die in ganz Nordeuropa in mittelalterlichen Siedlungen gefunden wird
und sicher nicht nur in Pingsdorf (bei Briihl) hergestellt wurde, wie Ofenfun-
de aus der Kélner Bucht und der Niederdeutschen Tiefebene belegen [Jur88].
Dariiber hinaus kann es vorkommen, dafl sich ein Keramiktyp innerhalb einer
Gesellschaft so weit durchsetzt, dafi archiologische Unterscheidungskriterien
versagen. Dies ist der Fall fiir die iiber den ganzen Ostlichen Mittelmeerraum
verteilte mykenische Keramik des 2. vorchristlichen Jahrtausends. Oft ist nicht
klar, ob es sich um importierte oder lokal hergestellte Ware handelt.

I.2 Das Prinzip der Herkunftsbestimmung iiber
Multielementanalysen

In den letzten dreiflig Jahren haben moderne Multielementanalyseverfahren eine
teilweise Klarung solcher und dhnlicher Fragen ermdéglicht.

Dabei werden die Element- oder Mineralgehalte einer Scherbe quantitativ
bestimmt. Das gesamte Analysenergebnis fiir eine Scherbe liefert das Element-
muster (den “chemischen Fingerabdruck”) dieser Probe. Gleiche chemische Fin-
gerabdriicke deuten auf gleiche Herkunft, da das Spurenelementmuster des Roh-
materials (Ton 4+ Beimengungen) durch das Brennen der Keramik fixiert wird.



Fiir diese Art der Herkunftsbestimmung miissen allerdings einige natiirliche
Voraussetzungen erfiillt sein [Mom&6]:

a) Das Rohmaterial (der Ton und die Beimengungen) kommen von La-
gerstitten mit weitgehend homogener Elementverteilung, so dal aus dem
gleichen Rohmaterial gefertigte Waren auch gleiche Fingerabdriicke auf-
weisen.

b) Das Material anderer Lagerstitten hat eine andere, unterscheidbare Zu-
sammensetzung.

¢) Durch die Produktion der Keramik wird die Eindeutigkeit des Element-
musters nicht beeinflufit.

d) Das in der Keramik beim Brennen fixierte Elementmuster dndert sich
danach nicht mehr durch duBere Einfliisse (z. B. Bodenlagerung).

Der Fingerabdruck des verwendeten Tones braucht nicht unbedingt dem der
Keramik zu entsprechen. Wenn der Ton zusitzlich aufbereitet (Aussieben einer
groben Fraktion) oder Magerung (Sand, Kalk, Stroh usw.) zugesetzt wurde,
wird sich das Elementmuster Andern, allerdings bei gleichem Produktionsprozef
in immer der gleichen Weise, so daf§ ¢) erfiillt ist.

In der Praxis hat sich gezeigt, daf eine Fixierung des Herstellungsortes durch
das Elementmuster einer Tonlagerstitte selbst wegen der Aufbereitung des To-
nes bei der Keramikproduktion im allgemeinen schwierig ist [Ker93]. Besser
sind Fehlbrinde (=Ausschufiware) , die in der Nihe eines Tdpferofens gefun-
den werden. lhre Elementzusammensetzung entspricht derjenigen der am Ort
produzierten und verhandelten Keramik. Da es sich bei ihnen um Abfall aus
der Produktion handelt, ist die Annahme gerechtfertigt, dafl sie am Produk-
tionsort selbst weggeworfen wurden. Sie gestatten so, das Elementmuster des
entsprechenden Tépferofens zu fixieren.

Fiir die Vermessung des Spurenelementmusters haben sich mehrere Metho-
den etabliert. Wurden im Anfang noch Optische Emissionsspektralanalyse und
Atomabsorptionsspektralanalyse verwendet, so haben sich wegen der besseren
Prizision und des geringeren Aufwandes bei der Probenpriaparation mittlerwei-
le die Réntgenfluoreszenzanalyse (RFA) und die Neutronenaktivierungsanalyse
(NAA) durchgesetzt. Moderne spektralanalytische Methoden wie die ICP (In-
ductively Coupled Plasma Spectroscopy) erreichen noch nicht die Prizision von
NAA und RFA. Die Methoden selbst werden in dieser Arbeit nicht weiter dis-
kutiert. Eine Einfiihrung in die Verfahrenstechniken findet sich beispielsweise in
[Sko92], ein Uberblick iiber die Anwendungen in der Archiometrie in [Mom86].

1.3 Verfahren in Bonn

Am Institut fiir Strahlen- und Kernphysik der Universitit Bonn besteht seit
1983 eine Anlage fiir routinemiBige Keramikanalysen mit der INA A. Die Metho-
de und das Mefiprogramm sind in grofien Teilen dem Perlman’schen Verfahren
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aus Berkeley [Per69] nachempfunden. Zur Zeit werden mehr als 30 Elemente!
vermessen, davon viele mit einer Prizision von besser als 5 %. Die absoluten
Konzentrationswerte werden durch den Vergleich mit mitbestrahlten Standards
ermittelt. Bei storungsfreiem Betrieb des Forschungsreaktors in Geesthacht, wo
die Bestrahlungen durchgefiihrt werden, kénnen zur Zeit bis zu 70 Proben im
Monat vermessen werden. Insgesamt liegen etwa 2500 Analyseergebnisse vor.
Der Aufbau der Anlage, das Mefiprogramm und die Bestimmung der einzel-
nen Konzentrationswerte sind in [Mom87a], [Mom87b], [Mom91a] und [Bei90]
ausfiihrlich beschrieben?, so daf hier nur ein Uberblick gegeben wird.

Von einer zu analysierenden Scherbe wird zundchst an einer Stelle die Ober-
fliche entfernt, um Verunreinigungen oder eventuelle Verwitterungseffekte aus-
zuschlieBen. Dann werden mit einem Korundbohrer (reines Al;O3) etwa 100 -
200 mg Material in Pulverform entnommen. Von diesem Pulver werden 80 mg
zusammen mit 40 oder 60 mg Bindemittel (abhingig von der Korngréfie des
Probenmaterials) ohne weitere Vorbehandlung zu einer Tablette geprefit und
in Aluminiumfolie eingeschlagen. Der Rest des Pulvers bleibt fiir eventuelle
Nachmessungen zur Verfiigung. Durch dieses Verfahren wird versucht, Konta-
minationen der Proben vor der Bestrahlung weitgehend auszuschliefen. Der
Einflul von Verpackung und Bindemittel ist bei allen Proben gleich und be-
rechenbar, die Probenverunreinigung durch Bohrerabrieb kann dem gegeniiber
vernachlissigt werden, da sowohl Aluminium als auch Sauerstoff in der Probe
selbst als Hauptbestandteile vorhanden sind und dariiber hinaus in Bonn nicht
vermessen werden. Bei der Aktivierung werden etwa 30 Probentabletten zu-
sammen mit sechs Standards und einer nur aus dem Bindemittel bestehenden
Tablette in einem “Run” bestrahlt. Die Bestrahlungen erfolgen auswérts, in
der Regel am Forschungsreaktor der GKSS in Geesthacht bei Hamburg. Durch
eine spezielle Probenanordung (sieche [Web85]) wird eine moglichst homogene
Bestrahlung aller Proben gewdhrleistet. Bedingt durch Abklingen einiger kurz-
lebiger Nuklide und Riicktransport stehen die Proben nach etwa 5 Tagen zur
Vermessung zur Verfiigung. Die Aufnahme der y-Spektren geschieht mit der in
[Mom8T7a] beschriebenen Apparatur weitgehend automatisiert. Es werden Halb-
leiterdetektoren mit hoher Auflésung verwendet, die im allgemeinen eine gute
Trennung der von verschiedenen Nukliden erzeugten +-Linien gew&hrleisten.
Insgesamt werden vier Spektren pro Probe aufgenommen. Die Mefzeitpunk-
te sind dabei so ausgewidhlt, dafl die durch Zihlraten und spektrale und nu-
kleare Interferenzkorrekturen bedingten statistischen Fehler der Linienflichen
moglichst klein bleiben. Nach Korrektur auf Verpackung, Interferenzen und un-
terschiedliche Mefzeitpunkte kann durch Vergleich der Linienflichen und die
bekannte Elementkonzentration K; g¢q innerhalb der Standards die Konzentra-

"Dabei handelt es sich um Ce, Co, Cr, Cs, Fu, Fe, Hf, K, La, Lu, Nd, Ni, Rb, Sb, Sc, Sm,
Ta, Tb, Th, Ti, U, W, Yb, Zn, Zr und bis 1990 auch Gd als zur Gruppierung verwendete
Elemente; As, Ba, Ca, Ga und Na als weitere prizise bestimmte, aber nicht zur Gruppierung
verwendete Elemente; und die aufgrund des zu geringen Gehaltes in normaler Tépferware mit
in der Regel zu grofler Unsicherheit behafteten Elemente Au, Br, Mo, Pr und Se.

2Seit 1990 entfillt allerdings aus Rationalisierungsgriinden die in [Mom&7b] beschriebene
Messung im Réntgenbereich, damit fehlt auch die Mdglichkeit zur Bestimmung von Gd.
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tion dieses Elementes 7 in der Probe einfach bestimmt werden aus
K Probe = K std * (I}, Probe/ 1}, std) -

Die I; sind dabei die iiber die y-Linien bestimmten Aktivitdten der vom Element
7 durch Neutronenbestrahlung erzeugten Nuklide.

Die Bestimmung der Konzentrationen nach Aufnahme aller zu einer Be-
strahlung gehdrenden Spektren geschieht durch ein in Jerusalem und Bonn
entwickeltes Computerprogramm [Mom87a] [Bei90], das selbstindig alle not-
wendigen Korrekturen durchfiihrt und aus den Spektren direkt die Konzentra-
tionswerte berechnet. Zu jedem Wert wird dabei auch die durch Zihlraten und
Korrekturen bedingte statistische Unsicherheit mit angegeben. Damit erhilt
man einen Hinweis auf die Giite und Aussagekraft einzelner Konzentrations-
werte. In einigen Labors ist dieses Verfahren offenbar nicht iiblich, da manche
Autoren auf die Publikation ihrer Unsicherheiten verzichten (siehe z. B. [Jon86])
und damit die Interpretation ihrer Ergebnisse erschweren.

Wo mehr als eine ~v-Linie zur Bestimmung desselben FElementes zur
Verfiigung steht, wird die Konzentration iiber mehrere Linien unabhingig be-
stimmt. Damit werden Fehlbestimmungen durch nicht beachtete spektrale In-
terferenzen bei Kontamination oder ungew6hnlicher Zusammensetzung weitge-
hend vermieden. Messungen an geologischen Standards verschiedenster Zusam-
mensetzung und an geologischen Proben, deren Gehalte auch mit RFA (soweit
moglich) bestimmt wurden, zeigen eine ausgezeichnete Ubereinstimmung der
in Bonn gemessenen mit den in der Literatur publizierten Werten ([Mom91a],
[Gei92]), so daB neben der Prizision auch die Genauigkeit der in Bonn prakti-
zierten Methode sehr zufriedenstellend ist.

I.4 Der Vergleich der Elementmuster

Nach der chemischen Analyse werden archdologisch nutzbare Aussagen durch
Vergleich der Elementmuster gewonnen. Zunichst werden Scherben mit glei-
chen oder dhnlichen Konzentrationsmustern zu Gruppen zusammengefafit. Die
Herkunft der Scherben einer Gruppe ist gleich. La8t sie sich fiir nur eine Scherbe
der Gruppe aus anderen Quellen (z. B. Fehlbrinde innerhalb der Gruppe oder
gesicherte schriftliche Hinweise auf den Produktionsort eines Stiickes) sicher
bestimmen, so ist damit die Herkunft der ganzen Gruppe gekliart. Die Scher-
ben kénnen einem Produktionsort zugewiesen werden. Die Gruppe wird zur
Referenzgruppe fiir eine T'épferei und liefert deren chemischen Fingerabdruck.
Allerdings mufl gew&hrleistet sein, dafi der Begriff “dhnlich” nicht zu weit ge-
spannt wird. Sonst ndmlich werden Produktionsorte mit vielleicht gerade noch
unterscheidbaren, aber “4hnlichen” Mustern zusammengefafit und es erfolgt ei-
ne Fehlklassifizierung. Umgekehrt ist zu beriicksichtigen, dafl die Streuung der
Daten innerhalb einer Gruppe nicht geringer sein kann als die Mefiprizision.
Sonst werden zuféllige Unterstrukturen in den Daten iiberinterpretiert.

Wird der Datensatz durch weitere Messungen erginzt, kann die Herkunft
von neuen Scherben sofort gekldrt werden, wenn sie das Elementmuster einer
Referenzgruppe aufweisen. Dariiber hinaus sind die Referenzgruppen natiirlich
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umso besser bestimmt, je mehr Proben sie enthalten. Auch bei noch nicht lo-
kalisierten Gruppen kann man immer hoffen, das Muster in einer Scherbe von
gesicherter Provenienz wiederzufinden.

In jedem Datensatz mufi man auch mit einem gewissen Anteil von “Aus-
reiflern” oder “Einzelstiicken” rechnen (in der englischsprachigen Literatur auch
als “Outlier”, “Singles” oder “chemical loners” bezeichnet). Ein Ausreifier ist
eine Probe mit einem Elementmuster, welches sich von dem aller anderen Pro-
ben so stark unterscheidet, daf} es keine &hnlichen Proben gibt. Bei einer solchen
Probe liegt entweder tatsichlich andere Herkunft (oder Rezeptur) vor als bei
allen anderen Scherben des Datensatzes, oder bei der Gefaherstellung oder der
Probennahme trat eine Kontamination auf. Die Erkennung und Handhabung
dieser Kontaminationen ist eine wichtige Forderung bei der Herkunftsbestim-
mung von Keramik, da bei wertvollen Fundstiicken oft eine erneute Probennah-
me und Messung nicht méglich ist.

Eine archiologische Untersuchung zur Herkunftsbestimmung von Keramik
mit naturwissenschaftlichen Methoden umfafit nicht selten mehr als 100 Pro-
ben. Bei bis zu 30 gemessenen Elementen pro Probe ist es klar, dal der Mu-
stervergleich der einzelnen Proben untereinander von Hand sehr miihsam wére,
obwohl es vielleicht der beste Weg ist [Mom01]. Deshalb werden Verfahren aus
der multivariaten Statistik eingesetzt, die es erlauben, innerhalb eines Daten-
satzes Strukturen einfacher zu erkennen. Die einzelnen Proben werden dabei
als Punkte in einem m-dimensionalen Vektorraum betrachtet, dessen Achsen
von den Konzentrationen der m chemischen Elemente aufgespannt werden. In
der Literatur findet man dafiir manchmal den Begriff “Hyperraum” [Bie76]
[Har76]. Mit den Werkzeugen der linearen Algebra und der multivatiaten Sta-
tistik wird nun nach Gruppen innerhalb der Daten gesucht. Die verwendeten
Methoden sind nicht speziell auf Konzentrationsdaten zugeschnitten. In allen
Wissenschaften, die Beziehungen zwischen Variablen der verschiedensten Art
herstellen, hat man es mit hochdimensionalen Riumen zu tun, und es werden
immer die gleichen mathematischen Werkzeuge (mit nur geringen Modifikatio-
nen) verwendet, sei es, um die Symptome von Krankheitsbildern gegeneinander
abzugrenzen, sei es, um einen Zusammenhang zwischen Wohnort und Freizeit-
aktivititen zu finden. Ubersichten lassen sich unter anderem finden in [Wis84]
und [Ait86].

Nach den obigen Bemerkungen mufl ein mathematischer Algorithmus oder
eine aus mehreren Algorithmen zusammengesetzte Methode bei der Gruppie-
rung und Herkunftsbestimmung von Keramik folgendes leisten:

1.) Ahnliche Scherben erkennen und zu Gruppen zusammenfassen, dabei die
Prizision der Daten beriicksichtigen.

2.) Unterschiedliche Scherbengruppen gut separieren.

3.) Outlier erkennen und handhaben (insbesondere darf die Gruppierung
durch das Vorhandensein von Outliern nicht gestdrt werden). Im giinstig-
sten Falle kann das “Ausreilertum” der Probe korrigiert werden.

4.) Flexibel auf Verdnderungen des Datensatzes (durch Hinzukommen neuer
Mefiwerte) reagieren kénnen, d. h. neue Scherben bereits existierenden
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Gruppen zuweisen, neue Gruppen etablieren oder die Probe als Outlier
erkennen.

Die Erfahrungen der Bonner Archiometriegruppe zeigen jedoch, dafi von
den etablierten Methoden keine allen Anforderungen geniigt. Insbesondere ist
es bisher nicht méglich, bei der Gruppierung unterschiedliche Mefigenauig-
keiten zu beriicksichtigen und methodenspezifische systematische Fehler so-
wie herstellungsbedingte Kffekte bei Elementmustern in Keramik zu hand-
haben (“Verschiebungen”, “Verdiinnungen”). Lediglich die in Bonn entwickelte
Verdiinnungsfaktormethode [Mom88] ist dazu in der Lage, sie hat jedoch andere
Schwichen, die im Kapitel V diskutiert werden. Im folgenden wird diese Me-
thode erweitert und zu einem leistungsfihigen Werkzeug bei der Gruppierung
von Keramik ausgebaut.
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Kapitel 11

Konventionelle Methoden der
Datenbehandlung

Die etablierten Methoden zur Datenbehandlung bei der Herkunftsbestimmung
von Keramik lassen sich in drei Kategorien einteilen:

— dimensionsreduzierende Verfahren
— Cluster-Algorithmen
— direkte Vergleiche der Daten untereinander

Wie oben bereits erwihnt, ist die letzte Methode recht miihsam, erfordert aber,
wenn einmal Referenzwerte etabliert sind, keinerlei Mathematik mehr und wird
deshalb insbesondere bei der Zuweisung von Kinzelscherben oft praktiziert. lhr
Einsatz bei der Etablierung von Gruppen erfordert allerdings grofie Routine,
um den Zeitaufwand gering zu halten. Bei den dimensionsreduzierenden Ver-
fahren wird versucht, die zur Etablierung von Gruppen notwendige Anzahl von
Variablen (chemischen Elementen) durch Koordinatentransformation so weit zu
reduzieren, daf eine ein- oder zweidimensionale Darstellung méglich wird. Die
Aufgabe, innerhalb des erzeugten Diagramms Strukturen zu erkennen, wird
dem menschlichen Auge iiberlassen. Die Cluster-Algorithmen dagegen liefern
bereits Gruppen. lhre Ergebnisse sind jedoch unter Umstidnden schwierig zu
interpretieren.

II.1 Dimensionsreduzierende Verfahren

Die Grundidee dieser Verfahren ist es, die entscheidendenden Dimensionen des
Datensatzes so weit zu reduzieren, dafl eine Darstellung mit wenigen Koordi-
naten moglich wird. Die eigentliche Strukturierung der Datenpunkte wird dann
dem “Analoginstrument Auge” iiberlassen. Ein Beispiel dafiir ist die Herkunft-
bestimmung von Metallen iiber Bleiisotopenanalyse (z.B. [Mom86]), wo drei
freie Parameter in zwei Plots gegeneinander dargestellt werden und einzelne
Minendistrikte als “Felder” in Erscheinung treten.

Werden jedoch 30 Elemente gemessen, so ist eine vollstindige Darstel-
lung der Datenpunkte auch nur in einem 30-dimensionalen Koordinatensystem
moglich. Ziel ist es nun, mit der Darstellung von so wenigen Dimensionen wie
moglich so viel relevante Information des Datensatzes wie notig darzustellen.

In diesem Abschnitt werden neben den einfachen uni- und bivariaten Dia-
grammen die Hauptkomponenten- und (kurz) die Faktoranalyse vorgestellt. Die
Diskriminanzanalyse, die auch zur Dimensionsreduzierung verwendet werden
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kann, wird weiter unten in einem separaten Abschnitt (I1.3) ausfiihrlicher be-

handelt.

I1.1.1 Einfache ein- und zweidimensionale Darstellungen

Ein einfacher Weg besteht darin, Histogramme mit den gemessenen Konzen-
trationen fiir jedes gemessene Element einzeln zu erzeugen. Tauchen bei einem
oder mehreren Histogrammen klar voneinander getrennte Maxima auf, ist dies
ein ausreichendes Indiz fiir das Vorliegen mehrerer Gruppen in einem Daten-
satz (Abbildung II.1, links). Dieses eindimensionale Verfahren scheitert jedoch,
wenn die Datenpunkte nur iiber die Kombination zweier Elemente getrennt wer-
den kdnnen, wie in Abbildung 11.1 auf der rechten Seite. Hier ist bereits eine
zweidimensionale Darstellung erforderlich.

In der Realitdt funktioniert das eindimensionale Verfahren nur in den sel-
tensten Fillen. Im Regelfall ergeben Reihenmessungen eher Histogramme wie
auf der rechten Seite der Abbildung II.1. Die zweidimensionale Darstellung der
Daten wird hingegen recht hdufig angewandt und liefert unter Umstidnden be-
reits befriedigende Ergebnisse. Dazu mufl man allerdings von vornherein wissen,
welche chemischen Elemente eine separierende Funktion iibernehmen kénnten.
Sonst namlich sind bei 30 gemessenen Elementen 30 x 29/2 = 435 verschiedene
zweidimensionale Darstellungen mdoglich.

I1.1.2 Hauptkomponentenanalyse

Oft liegen Punktwolken so im Raum, dafl eine I'rennung von zwei Gruppen erst
durch die Betrachtung von mehr als zwei Elementen gleichzeitig moglich wird,
wie durch die Fortfiihrung des Beispiels aus Abbildung II.1 vorstellbar ist. Bei
der Hauptkomponentenanalyse (“principal components analysis”, PCA) wird
versucht, das Koordinatensystem so zu drehen, daf} sich entlang der neuen Ko-
ordinatenachsen eine Separation von Gruppen wie im linken Beispiel der Ab-
bildung II.1 ergibt. Da die Gruppen aber nicht von vornherein bekannt sind,
werden die neuen Koordinatenachsen iiber die Varianz des Gesamtdatensatzes
ermittelt. Die PCA wird in den meisten Lehrbiichern tiber multivariate Analy-
sen ausfiihrlich dargestellt (z. B. in [Gna77] [Mar79] [Seb84] [Mur87]).
Technisch [duft sie wie folgt ab: Fiir den gesamten zu untersuchenden Da-
tensatz wird die Varianz-Kovarianzmatrix St berechnet! (die Variablen sind
dabei die chemischen Elemente, der Index “I1” bedeutet “total”, eine in der
multivariaten Statistik iibliche Bezeichnungsweise fiir den Gesamtdatensatz be-
treffende Gréflen). Die Matrix wird diagonalisiert und meist so transformiert,
dafl die Eigenwerte der Grofle nach auf der Diagonalen angeordnet sind (der
grofite Eigenwert zuerst). Die Eigenwerte A; der Matrix St sind ein direktes
Ma# fiir den Anteil der Gesamtvarianz des Datensatzes, der durch den entspre-

?

! Matrizen werden im Text grundsitzlich durch fettgedruckte GroSbuchstaben, Vektoren
durch fettgedruckte kleine Buchstaben und Skalare durch kursive Buchstaben gekennzeichnet.
FEin kleines hochgestelltes t vor Matrizen oder Vektoren kennzeichnet transponierte Gréfien.
Einzelkomponenten von Vektoren oder Matrizen erscheinen (als Skalare) mit in Kursivschrift.
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Abbildung II.1: Beispiel fiir einfache ein- und zweidimensionale Darstellungen
der Daten, dargestellt am Beispiel von Eisen und Ytterbium.

Jeder Stern reprisentiert eine Probe. Liegen zwei in einer zweidimensionalen
Darstellung noch klar getrennte Punktwolken (“Gruppen”) anndhernd parallel
zu den Achsen der Elementkonzentrationen, so lassen sie sich auch bei ein-
dimensionaler Darstellung gut trennen (links). Schrig zu den Achsen liegende
Gruppen (rechts) werden nur noch in der zweidimensionalen Darstellung (oben)
unterschieden, die Histogramme fiir je ein Element (Mitte und unten) lassen kei-
nen Schluf} auf zwei verschiedene Gruppen zu. Bei dem hier gezeigten Beispiel
handelt es sich um kiinstlich erzeugte Daten.
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chenden Eigenvektor ausgedriickt wird:

Varianz entlang Eigenvektor j — A;

Gesamtvarianz Dty Ai

m ist die Variablenanzahl (die Anzahl der chemischen Elemente in der Rech-
nung).

Durch die Transformation auf die neuen, den Eigenvektoren entsprechenden
Koordinatenachsen, ist der grofite Teil der Gesamtvarianz in den ersten Koor-
dinaten enthalten. Man kann daher hoffen, durch die Darstellung allein dieser
Achsen in einem ein- oder zweidimensionalen Diagramm bereits Gruppen in
den Daten zu erkennen. Die Anzahl der in Frage kommenden zweidimensionalen
Darstellungen wird erheblich reduziert. Werden bei 30 vermessenen Klementen
99 % der Gesamtvarianz bereits durch die ersten fiinf Eigenvektoren ausge-
driickt, so geniigen fiir deren zweidimensionale Darstellung bereits 5x 4/2 = 10
Diagramme im Gegensatz zu den 435 oben.

Das beschriebene Verfahren wird in vielen Untersuchungen, die sich mit
multivariaten Datensitzen beschiftigen, angewandt, um sich einen ersten Uber-
blick zu verschaffen. Oft sind die erzielten Resultate bereits ausreichend. Bei
der instrumentellen Multielementanalyse werden jedoch Elemente in verschie-
denen Konzentrationsbereichen mit grofier Préizision gemessen. Wihrend bei-
spielsweise Fisen und die Alkalimetalle Natrium und Kalium im allgemeinen
im Prozentbereich in Tdpferware vorliegen, bewegt sich die Konzentration von
seltenen Erden wie Tb und Lu oft unter 1 ppm (ppm = part(s) per million =
10=* %). Die Prizision der Messung ist jedoch in beiden Fillen sehr hoch. Die
Unsicherheit betrigt nur wenige % des Konzentrationswertes. Deshalb fiihrt
die oben beschriebene PCA mit absoluten Varianzen dazu, daff der Grofiteil
der Varianz in den Elementen mit den grofien Konzentrationen enthalten ist,
also beispielsweise in Na, K und Fe.

Aus diesem Grund wird bei der Klassifikation von T'6pferware anhand ihres
chemischen Fingerabdruckes statt mit der Varianz-Kovarianz- mit der Korrela-
tionsmatrix Ry der Daten gearbeitet. Dies entspricht einer linearen Trans-
formation der Rohdaten auf einen Mittelwert von 0, wie bei der Varianz-
Kovarianzmatrix auch, und eine Streuung von 1 (“Autoscaling”). Die Haupt-
achsentransformation der Korrelationsmatrix liefert dann die Eigenvektoren,
entlang denen die relative Streuung am grofiten ist.

Viele Statistik-Programmpakete bieten eine PCA-Option an, und vielleicht
wird die PCA deshalb recht oft eingesetzt (z. B. [Lah91] [Pik83] ). Abbildung
11.2 zeigt die PCA des zweidimensionalen Beispiels der rechten Seite von Abbil-
dung II.1. Bereits iiber die erste Hauptkomponente werden die beiden Gruppen
getrennt. Bei realen Datensidtzen ist dies jedoch im allgemeinen nicht so. Ein
Beispiel dafiir ist in Abbildung 11.3 gezeigt. Es handelt sich um Daten von Ke-
ramik “Pingsdorfer Art”, eine im 11. und 12. Jahrhundert in Nordeuropa weit-
verbreitete T'6pferware. Das Material ist zu etwa zwei Dritteln aus Ofenfunden
in Pingsdorf (bei Briihl), dem Namensgeber der Keramik (= 90 Proben). Der
andere Teil wurde in Langerwehe-Jiingersdorf, Kreis Diiren, gefunden [Jur88]
(50 Proben). Der Datensatz fungiert in dieser Arbeit fiir viele Verfahren als
Beispiel. Eine detailliertere Probenbeschreibung findet sich im Anhang A.1.

18



g g * * (EU 32 ; -
n 2 — * * N 28 — - ]
© RS W c F 1 |
S/ 1 :— 3‘** 5w T x < 24 — ]
Eox SRR« * gk =
AT AT o 20
D_ 0 - k. *‘ * * w; *x * [
- P % 16 —
Fox **&‘ffw**“ :&: ii** C
- * ok * -
'l E . ¥ > **:**; *** 12 F
F * ok *r [
'2 ; : * * % j E H
3 = oL
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

P 1 (53.5 %) P1

Abbildung 11.2: Neue Achsen nach der PCA
Dargestellt sind die Daten des rechten Beispiels aus Abbildung Il.1 nach der
Hauptkomponentenanalyse. Die Hauptkomponenten sind mit P1 und P2 be-
zeichnet, die Zahl in Klammern gibt den Anteil der Gesamtvarianz an, der
durch die entsprechende Hauptkomponente ausgedriickt wird. Bereits die er-
ste Hauptkomponente (P1) allein ist ausreichend fiir die Separation der beiden
Punktwolken.

S " s g6 .
’\- 2 [ * *;?‘ * * @ 4 — *
L m*x ek * *
N [ 1““*%& *& * (9p] — && **:* t**:**
a -2 — :m:*u #>* Qg R *;;g&,
_4 7* P o * * -2 ; * *5 * ;’S*}* *
[ * | m * *
'6 [ * - - * :* x
B * O* * 4 [ O+a** *
'8 j N _6 L **
_10 H\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\ T\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\
-10 -5 0 5 -10 -5 0 5
P 1(25.7 %) P1 (25.7 %)

Abbildung I1.3: PCA eines realen Datensatzes

Die PCA wurde mit 25 Elementen (den “Standardgruppierungselementen” des
Bonner Labors, siehe Abschnitt 1.3) durchgefiihrt. Die ersten drei Hauptkom-
ponenten P1 — P3 vereinen bereits iiber 60 % der Gesamtvarianz auf sich. Al-
lerdings werden nur die mit O und P bezeichneten Proben klar von der Masse
getrennt, innerhalb derer keine Struktur zu erkennen ist. “O+a” im rechten Bild
bedeutet, daf in der “Unterwolke” oben links sowohl die fiinf Proben O als auch
weitere Proben liegen. “m” kennzeichnet ein Knsemble von 6 Proben, die sich
von der Hauptwolke trennen lassen. Der Halo rechts unterhalb der Hauptwolke
im rechten Bild l4st keine weiteren Gruppenstrukturen erkennen. Eine genauere
Beschreibung der Proben findet sich im Haupttext und im Anhang A.1.
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Unter den Proben war auch je eine Einzelscherbe aus den Tépferorten Paff-
rath (bei Bergisch Gladbach) und Brunssum (Niederlande, ca. 20 km nérdlich
von Aachen). Allerdings war dies zum Zeitpunkt der Datenanalyse nur dem
Archiologen bekannt, der das Material zur Verfiigung stellte. Das Erkennen
dieser Proben als nicht zuweisbare Kinzelstiicke stellt einen Qualititsnachweis
der Analyse dar. Solche Methoden werden manchmal angewandt, um die Ar-
beitsweise eines Labors zu testen. Sie entspricht aber den wirklichen Gegeben-
heiten, denn nicht alle Scherben eines Probensatzes miissen vom vermuteten
Herkunftsort stammen.

Die Abbildung I1.3 zeigt die Ergebnisse der Hauptkomponentenanalyse an-
hand der wichtigsten drei Hauptkomponenten. Klar getrennt wird die mit P
bezeichnete (Paffrather!) Scherbe und die mit O bezeichneten Proben, die aus
Topferofenwandungen entnommen sind und sich von der analysierten Keramik
klar unterscheiden. Die angestrebte I'rennung der Proben von Langerwehe und
Pingsdorf wird mit der PCA nicht erreicht. Die Scherben von beiden Orten
verbergen sich in der nur wenig strukturierten Hauptwolke. Lediglich die im
Bild mit “m” bezeichneten sechs Scherben aus Langerwehe lassen sich von der
Hauptwolke trennen®. Angesichts der 50 von dort analysierten Scherben ist dies
jedoch nicht das gewiinschte Resultat. Auch bei Betrachten der Hauptkompo-
nenten zu den kleineren Eigenvektoren (hier nicht dargestellt) zeigt sich keine
weitere Separation. Dariiber hinaus wird die zweite “Testscherbe” (aus Bruns-
sum) nicht als anders erkannt, sie verbirgt sich ebenfalls in der Hauptwolke.

Das Beispiel ist keine Ausnahme. Bei der PCA der Korrelationsmatrix wer-
den die Hauptkomponenten von stark von der Masse abweichenden Proben be-
stimmt. (im Beispiel ist P1im wesentlichen die Richtung P — Hauptwolke und P2
die Richtung O — Hauptwolke). Dies steht im Widerspruch zu der im Kapitel I
erhobenen Forderung 3.), den Gruppierungsvorgang nicht durch anders gear-
tete Einzelproben (Ausreifier) zu beeinflussen, ist aber wegen der notwendigen
Datentransformation des Gesamtdatensatzes nicht zu vermeiden. In diesem Zu-
sammenhang ist auch beobachtet worden, dafl oft erst die Hauptkomponenten
zu den kleineren Kigenwerten eine Separation zwischen archiologischen Grup-
pen [Har76] liefern. Der Grund dafiir kann ebenfalls das Vorhandensein von
Ausreifilern im Datensatz sein, die den grofiten Anteil zur Gesamtvarianz bei-
tragen, wie das ja im obigen Beispiel auch der Fall ist. Damit wird aber das
urspriinglich angestrebte Ziel der Dimensionsreduzierung verfehlt.

Beim Hinzukommen neuer Analyseergebnisse zum Datensatz werden die
Hauptkomponenten sich im allgemeinen &ndern, so dafl eine einmal durch-
gefithrte Datentransformation keinen Bestand hat, es sei denn, man behilt zu
Beginn gewidhlte Achsen bei. Dann aber lduft man Gefahr, in den neu hinzu-
gekommenen Daten Gruppentrennungen zu iibersehen. Dies widerspricht der
Forderung 4.) des Kapitels I, flexibel auf neu hinzukommende Daten zu reagie-
ren.

Zusammenfassend mufl zur Hauptkomponentenanalyse gesagt werden, daf§
sie wohl in der Lage ist, sehr unterschiedliche Probengruppen voneinander zu

2Der Anhang A.2 enthilt die Ergebnisse aller in diesem Kapitel vorgestellten Beispiele des
Testdatensatzes. Dort sind die mit “m” bezeichneten Scherben einzeln aufgefiihrt.
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trennen. Sie kann damit einen guten Uberblick iiber die Grobstruktur eines Da-
tensatzes geben. Wegen der Notwendigkeit einer Rohdatentransformation und
der Empfindlichkeit auf Ausreifler ist sie jedoch als geschlossener Klassifikati-
onsalgorithmus fiir heterogene Analysedaten archiologischen Keramikmaterials
weitgehend unbrauchbar.

I1.1.3 Faktoranalyse

Auf die Faktoranalyse wird, da seltener verwendet, hier nur kurz eingegangen.
Sie ist der Hauptkomponentenanalyse vergleichbar. Auch hier wird versucht,
durch wenige Vektoren méglichst viel von der Gesamtvarianz auszudriicken.
Im Unterschied zur PCA wird diesen Vektoren aber eine Bedeutung beigemes-
sen, die aus der Natur der Daten herriihrt (bei Multielementanalysedaten 7. B.
die Zusammensetzung von Mineralen, die in Proben verschiedener Herkunft
in verschiedenem Anteil enthalten sind). Ein umfassender Uberblick iiber die
mathematische Technik (mit Beispielen) wird in [Mar79] gegeben.

Im allgemeinen setzt man die Anzahl p der Faktoren, die kleiner ist als
die Anzahl m der betrachteten Variablen (hier: chemische Elemente) vorher
fest, und versucht dann, die m X m -Matrix S (oder Ry) zu zerlegen (zur
Schreibweise siehe Fufinote 1 auf Seite 16):

St =A'A 4+ .

Dabei ist A eine m X p -Matrix und ¥ eine Diagonalmatrix, die die “Restva-
rianzen” enthilt. Jeder m-dimensionale Datenvektor x kann dann ausgedriickt
werden durch einen p-dimensionalen Vektor f, dessen Komponenten “Faktoren”
genannt werden, und einen speziellen Fehleranteil u:

x—X=Af+u

X ist der Mittelwert aller Daten. Nimmt man p = m, so kann u = 0 fiir alle x
angenommen werden, und man hat wieder die PCA.

Faktoranalyse wird vor allem dort angewandt, wo fiir die Dimensionsredu-
zierung beispielsweise physikalische, chemische oder soziologische Griinde vor-
liegen. Obwohl dies auch fiir Herkunftsbestimmungen von Keramik zutrifft (ver-
schiedene Anteile verschiedener Minerale), ist die Faktoranalyse selten fiir die
Gruppierung verwendet worden®. Dies mag zum einen daran liegen, daf die Pro-
zesse, die fiir den Fingerabdruck in einer Scherbe verantwortlich sind, dufierst
komplex sein kénnen und keine theoretische Beschrinkung auf eine gewisse
Anzahl von Variablen gerechtfertigt erscheint, zum anderen aber auch, daf das
mathematische Verfahren dhnlich dem der PCA ist und bei realen Datensitzen
die gleichen Nachteile wie die PCA hat.

SFin Beispiel wird in [Har76] angefiihrt, ein weiteres in [Thu82].
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I1.2 Clusterverfahren

Unter Clusterverfahren versteht man Methoden, in einem Datensatz Punkte zu
groferen Gruppen (Cluster) zusammenzufassen. Sie werden in allen Disziplinen
gebraucht, wo es gilt, Objekte oder gemessene Werte zu strukturieren. Dem-
entsprechend hoch ist auch die Anzahl der Lehrbiicher, die sich unter den ver-
schiedensten Aspekten mit dem Thema befassen (z B. [And73] [Dav73] [EveT74]
[Han81]). Hier wird nur auf die auch bei der Herkunftsbestimmung verwendeten
Verfahren eingegangen. Sie lassen sich in zwei Gruppen einteilen:

a.) hierarchische Verfahren

b.) partitionierende Verfahren

Die hierarchischen Verfahren gruppieren Einzeldaten auf der Basis einer “Ahn-
lichkeit” zu immer gréf8eren Clustern zusammen. Partitionierende Verfahren
setzen bereits eine bestehende Gruppierung voraus und versuchen diese zu op-
timieren.

I1.2.1 Ahnlichkeit und Abstand

Grundidee aller Clusterverfahren ist die Definition einer “Un&dhnlichkeit” oder
eines Abstandes zwischen den verschiedenen Datenpunkten. Eine Unihnlichkeit
d(x,y) zwischen zwei beliebigen Datenpunkten x und y muf folgendes erfiillen:

1.) d(x,x)= 0. Jeder Datenpunkt ist nicht unihnlich zu sich selbst.

2.) d(x,y) > 0. Zwischen zwei Datenpunkten ist die Undhnlichkeit immer
nicht negativ.

3.) d(x,y) = d(y,x). Die Undhnlichkeit ist symmetrisch.

Manchmal wird statt “Unihnlichkeit” sinngemiB der Begriff “Ahnlichkeit” ein-
gefiihrt [Mar79], wobei statt 1.) dann gilt, daB die Ahnlichkeit eines Punktes
mit sich selbst maximal sein soll.

Um eine Un&dhnlichkeit d zu einem Abstandsmaf} (einer Metrik) zu machen,
wird zusidtzlich noch gefordert:

4.) d(x,y) =0 < x =y. Zusammen mit 2.) ist dies die bekannte Eigenschaft
“positiv definit”.

5.) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y). Das ist die Dreiecksungleichung.

Die Begriffe Undhnlichkeit und Abstand werden in der Literatur allerdings nicht
immer klar getrennt. Hier wurde die (sinnvolle) Definition von [Seb84] iibernom-
men. Manchmal wird allerdings auch 4.) noch zu den Forderungen auch an eine
Unéhnlichkeit gerechnet.

Alle von Skalarprodukten herriihrenden Normen sind auch Metriken. Fiir
die hier betrachteten Analysedaten ist ein naheliegendes Abstandsmaf} die eu-
klidische Distanz dgyi(x,y):

dpuai(x,y) = \/t(X—Y)I(X—Y) (I.1)
= x=y)ll
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||I||1 ist dabei die mit dem Standardskalarprodukt verbundene euklidische Norm.
I ist die Einheitsmatrix. Die etwas umstdndlich erscheinende Schreibweise mit
dem Index I ist notwendig, da in (II.1) anstelle der Einheitsmatrix andere posi-
tiv definite Matrizen stehen kénnen, wie weiter unten noch diskutiert wird. Ins-
besondere ist das Skalarprodukt taIb nicht auf die EKinheitsmatrix I beschrinkt.
Durch jede positiv definite symmetrische Matrix A ist ein Skalarprodukt faAb
mit beliebigen Vektoren a, b erklirt. Dariiber kénnen dann Abstinde (Normen)
und, wenn nur die Richtung eine Rolle spielt, auch Winkel definiert werden:

txIy

_ - 11.2
Tl (1L2)

cos By (x,y) =

v/1 — cosfy(x,y) ist dann ein Abstandsmaf fiir Konzentrationsvektoren (mit
allen Eintrigen grofler oder gleich 0), allerdings nur fiir Richtungen, da
01(x, kx) = 0 fiir jede reelle Zahl k.

Bei der Gruppierung von Keramik ist die euklidische Distanz (II.1) das
meist verwendete Abstandsmafl zwischen zwei Datenpunkten x und y. Aus den
bereits im Abschnitt 11.1.2 geschilderten Griinden ist wieder eine Datentrans-
formation notwendig, um alle Konzentrationswerte in denselben Gré8enbereich
zu {iberfiihren. Die am meisten verwendete Methode ist auch hier die Selbstska-
lierung. Formal bedeutet dies den Ersatz der Einheitsmatrix I in den Formeln
(I1.1) und (I1.2) durch eine Diagonalmatrix In (a=“Autoscaling”). Die Diago-
naleintrdge I, ;; sind gegeben durch I, ;; = (U%j)_l, wobei o7 ; die Streuung
der Konzentrationen des Elementes j innerhalb des gesamten Datensatzes ist.
Es sei darauf hingewiesen, dafl damit unterschiedliche Datensitze wieder zu
unterschiedlicher Gewichtung einzelner Elemente fiihren kénnen.

Statt der Formel (I1.1) wird oft die folgende Modifikation verwendet:

1
d]%]ukl,red(x7 Y) = Et(x - Y)I(X - Y) (H?))

Dabei ist m die Anzahl der Komponenten in den Vektoren x und y. Eine analoge
Form gibt es fiir (I1.2). Dies erm&glicht dann auch den Vergleich von Proben-
vektoren, bei denen nicht alle Elementkonzentrationen gegeben sind und wo
deshalb bei der Summenbildung in (I1.1) oder (I1.2) Terme fehlen und der Wert
von di ., damit kleiner ist als bei der Abstandsberechnung von zwei Vekto-
ren mit allen Eintrigen. Die Division durch die Anzahl der Komponenten (=
Anzahl der bei der Abstandsberechnung beriicksichtigten Elemente) normiert
(I1.1) auf die Anzahl der beriicksichtigten Elemente. Dabei wird angenommen,
daB der Beitrag der fehlenden Komponenten zur Gesamtsumme gleich dem Mit-
telwert der Beitrige aller gegebenen Komponenten ist. Diese Annahme muf
zwar nicht unbedingt gerechtfertigt sein, ist aber doch naheliegend. Die gene-
relle Problematik solcher fehlender Datenwerte (“Nulldaten”) wird weiter unten
im Abschnitt 1.4 noch diskutiert.

23



I1.2.2 Hierarchische Clusterverfahren

Bei hierarchischen Clusterverfahren werden zundchst die Abstdnde aller Pro-
ben des Datensatzes untereinander berechnet und dann die beiden Proben mit
dem kleinsten gegenseitigen Abstand zu einem ersten Cluster zusammengefafit.
Dieser Cluster ersetzt als “einzelne” Probe die zwei Proben im Datensatz. Das
Verfahren wird solange wiederholt, bis nur noch ein Cluster iibrig ist. Die Dar-
stellung der Gruppierung erfolgt in einem “Dendrogramm” (siehe Abb. 1.4 bis
11.7), bei dem unten alle Einzelproben und oben die Vereinigung aller Zweige
steht. Die Hohe der Querverbindung gibt ein Maf fiir den Abstand an, bei der
die Vereinigung der beiden nach unten weiter verlaufenden Zweige erfolgt ist. Je
hoher sie liegt, desto undhnlicher sind die beiden vereinigten Zweige. Aufgabe
des Benutzers ist es, die fiir ihn noch tolerierbare Undhnlichkeit innerhalb einer
Gruppe zu finden. Alles, was oberhalb dieser Marke zusammengefiihrt wird,
bildet getrennte Gruppen.

Das Hauptproblem der meisten Clusteranalysen ist die Bestimmung der op-
timalen Clusteranzahl, zumal, wenn nicht wenigstens untere und obere Grenzen
fiir die tolerierbare Un&hnlichkeit vorliegen. Speziell bei chemischen Fingerab-
driicken von Keramikmaterial ist ja nicht a priori klar, ob die Scherben nicht
etwa alle aus dem gleichen Tonmaterial hergestellt wurden. In diesem Falle
wiirde die vorhandene Streuung allein durch die natiirliche Inhomogenitit im
Rohmaterial bestimmt, die ebenfalls nicht von vornherein bekannt ist. Selbst
unterschiedliche Fundorte berechtigen nicht zu einer gegenteiligen Annahme,
da es oft keine Gewidhr dafiir gibt, dal das Fundmaterial nicht etwa doch ver-
handeltes Material ist. Damit scheidet eine obere Grenze von vornherein aus
(es kann sein, daf alle Proben zur selben Gruppe gehoren). Umgekehrt ist es
auch méglich, da jede Scherbe ein unterschiedliches Muster aufweist (speziell
bei kleinen, nicht sorgfiltig ausgewihlten Probenumfingen). Dann sind Cluster,
die aus mehr als einer Probe bestehen, schon nicht mehr gerechtfertigt.

Zur Losung dieses Problems sind einige statistische Verfahren in Gebrauch,
die aber kaum befriedigen [Eve74], [Lam89]. Fiir MeBwerte von kontinuierli-
chen Variablen (also auch Multielementanalysedaten) lassen sich aber direkt
aus den MeBunsicherheiten Abschdtzungen gewinnen. Die Mefiprazision liefert
eine untere Schranke fiir die Trennung von Clustern. Proben, die innerhalb der
MefBunsicherheit iibereinstimmen, diirfen nicht in verschiedene Cluster einsor-
tiert werden. Diese Meflunsicherheit wird am besten iiber Wiederholungsmes-
sungen abgeschitzt. Wird von einer Scherbe mehrfach Material entnommen
oder aus dem entnommenen Material mehrere Analysetabletten angefertigt, so
ist die Abweichung zwischen den Ergebnissen ein direktes Maf fiir die untere
Grenze der gesamten Streuung innerhalb eines Clusters. Sie enthidlt sowohl die
MefBprazision als auch die mindestens zu beriicksichtigende natiirliche Inhomo-
genitit des Tones (die allerdings zwischen verschiedenen Scherben noch grofer
sein kann). In der Bonner Arbeitsgruppe wird dariiber hinaus die MefBunsi-
cherheit noch durch die Messung von Standardmaterial bestimmt. Wiederholte
Messungen des gleichen Materials iiber den Betriebszeitraum der Anlage gestat-
ten auch eine Bestimmung der Langzeitprizision [Mom91a]. Bei einer Cluster-
analyse werden dann einige Analyseergebnisse dieses Standards dem Datensatz
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Abbildung I1.4: Dendrogramm nach einer Clusteranalyse
Als Beispiel dienten wieder die Proben aus Pingsdorf und Langerwehe. Gerechnet wurde mit eukli-
dischem Abstand nach einer “Autoscaling”-Transformation, als Cluster-Kriterium wurde “Average
Link” verwendet (siche Text). Jeder von der Nullinie aufsteigende Strich reprisentiert eine Probe.
Querstriche zeigen das Zusammenfiigen verschiedener Zweige zu einem gréfieren Cluster an, die
dann ihrereseits nur noch durch eine weiter nach oben laufende Linie reprisentiert werden. Alle
Proben, deren Linien unterhalb einer Querlinie “einmiinden”, gehdren zu dem betreffenden Cluster.
Mit zunehmendem “Zwischengruppenabstand” (auf der Ordinate angegeben) erfolgen die Verbin-
dungen zwischen immer grofieren Einheiten, bis schlieflich der gesamte Datensatz in einem Cluster
vereinigt ist.
Die horizontale Spreizung dient lediglich der besseren Strukturierung. Sie ist an den Zwischen-
gruppenabstand gekoppelt und a8t Gruppen fiir das Auge deutlicher erkennbar werden. Bei den
meisten Clusterprogrammen ist diese Spreizung allerdings nicht implementiert.
P kennzeichnet die Paffrather Scherbe, O das Ofenwandungsmaterial. “S4” ist ein weiterer Auflen-
seiter, der sich klar von der groflen Menge der “linksrheinischen Proben” (Pingsdorf und Lan-
gerwehe) absetzt (in diesem Fall der Lesefund aus Wipperfiirth). Der Ausschnitt innerhalb des
gestrichelten Késtchens ist in Abbildung I1.5 noch einmal vergréfert dargestellt. Mit C sind neun
Standardproben bezeichnet, die dem Datensatz hinzugefiigt wurden, um die Prizision abzuschitzen
(siche Text). Die Zuordung der einzelnen Proben in die markierten Biischel ist in Anhang A.2 ge-
geben.

25



0.9

0.8

0.7

0.9

0.4

0.3

0.2

\\\\‘H\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘
1
yE—

P1 | L1 L2 S2ai S3ai P2
s1 2S2b  S3b

Abbildung I1.5: Die “linksrheinschen” Proben

Dargestellt ist ein Ausschnitt aus dem Bild I1.4. Die Hauptbiischel sind durch den ersten Buchsta-
ben des hauptsichlichen Fundortes und eine Nummer gekennzeichnet. Bei Clusteranalysen werden
diese klar abtrennbaren Biischel dann als eigenstdndige Gruppen betrachtet. Einzelproben und aus
wenigen Proben bestehende Biischel, die erst bei grofiem Zwischengruppenabstand mit anderen
Proben in einem Cluster zusammengefafit werden, sind “Aufienseiter” (S1, S2a, S2b, S3a, S3b).
Die Abschitzung, ab wann Cluster “signifikant” sind, ist eines der groflen Probleme der meisten
Clusteranalysen. Fine deutliche Trennung der vier bezeicheten Hauptbiischel erfolgt hier, wenn man
die Trennlinie bei einem Zwischengruppenabstand von etwa 0.61 legt (Linie 1). Alle diese Trennlinie
schneidenden senkrechten Striche werden dann als selbstindige Cluster oder als Singles betrachtet.
Damit sieht es so aus, als hdtte man eine Méglichkeit gefunden, Pingsdorf und Langerwehe zu
trennen und zusitzlich an jedem der Orte zwei Elementmuster zu etablieren. Die Abschitzung der
Prézision iiber Standards (siehe Text) allerdings fiihrt zu einer Trennlinie bei 0.78 (Linie 2), womit
nur noch die Trennung des rechten Pingsdorfclusters und eines Singles (S2b = Brhl 3a) vom Rest
iibrig bleibt. Zum gleichen Krgebnis fiihrt in diesem Beispiel auch die Abschdtzung der Prizision
iiber Wiederholungsmessungen an der separat gekennzeichneten Probe Ping 1 (Wiederholungsmes-
sung ist Ping 1W, siehe Anhang A.1) Erst die Verbindungslinie unmittelbar unterhalb von Linie 2
vereinigt die beiden Zweige, in denen sich die beiden Analyseergebnisse von Ping 1 befinden.

MT Buid

26



hinzugefiigt. In Abbildung 11.4 sind dies die mit “C” bzeichneten 9 Proben, die
sich zwar von den Keramikproben sehr unterscheiden, selbst aber eine homo-
gene Gruppe bilden. Der Wert, bei dem alle 9 Standards zu einer Gruppe zu-
sammengefafit werden, dient als untere Abschneidegrenze. Wie Abbildung II.5
zeigt, ist damit die suggerierte Unterteilung in vier gr6fere Gruppen hinfillig.
Das gleiche Ergebnis liefert auch die einzige vorhandene Wiederholungsmessung
von Keramik innerhalb dieses Datensatzes: die mit zusdtzlichen zwei Punkten
gekennzeichnete Probe taucht einmal in der rechten und einmal in der linken
Hilfte des Bildes auf, die Hhe der Verbindungslinie zwischen beiden Asten ist
fast gleich der von den Standards vorgegebenen Abschneidegrenze.

Obwohl die hier beschriebene Methode der Prizisionsabschdtzung nahelie-
gend ist, sind Anwendungen davon auflerhalb der Bonner Arbeitsgruppe nicht
bekannt. Sie hat allerdings auch Nachteile:

a. Archiologische Proben sollen immer mdoglichst zerstérungsfrei analysiert
werden. Deshalb ist die Entnahme von doppelt soviel Probenmaterial
nicht immer wiinschenswert.

b. Jede Wiederholungsmessung blockiert einen Platz, der sonst einer neuen

Probe zufallen wiirde (bei Analysemethoden, die weniger Aufwand als die
INAA erfordern, spielt das aber keine Rolle).

c. Wiinschenswert ist immer mehr als eine Wiederholungsmessung von der
gleichen Scherbe, um zufillige Ubereinstimmungen auszuschlieflen.

d. Wird die Pridzisionsabschdtzung iiber Standards gemacht, spielt die Zu-
sammensetzung der Standards eine Rolle, da auch sie die Datentrans-
formation des Gesamtdatensatzes mit beeinflussen. Der Standard sollte
deshalb den Proben so éhnlich wie méglich gewdhlt werden, was aber aus
praktischen Griinden oft nicht méglich ist.

e. Die Abweichung von Wiederholungsmessungen kann durch Kontamina-
tionen bei der Probenherstellung zustande kommen. Dann wird die Ab-
schneidegrenze zu hoch gelegt, wenn die Kontamination nicht erkannt
wird. Weder die hierarchische Clusteranalyse noch die meisten anderen
der in diesem Kapitel diskutierten Methoden allerdings bieten zum Er-
kennen von Kontaminationen eine Méglichkeit. Mehr zur Erkennung von
Kontaminationen findet sich in Kapitel VIII.

Bei hierarchischen Clusterverfahren mufi neben einem Abstandsmaf (ein
Unghnlichkeitsmafl geniigt bereits) noch ein “Clusterkriterium” gew#hlt wer-
den, das angibt, wie der Abstand (die Undhnlichkeit) zwischen zwei Clustern
definiert wird. Wihrend der Abstand zwischen zwei Einzelproben lediglich vom
gewihlten Maf abhingt, mufl zwischen zwei Clustern oder einem Cluster und
einer Einzelprobe immer auch entschieden werden, ob die Undhnlichkeit vom
Mittelpunkt des Clusters (“Centroid”), von dem der Einzelscherbe oder dem
anderen Cluster “nichsten” Mitglied (“Single Linkage”) oder gar von dem
dem anderen Cluster fernsten Mitglied (“Complete Linkage”) gemessen wird.
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Ubersichten iiber die gebriuchlichsten hierarchischen Clusterkriterien und ih-
re Eigenschaften finden sich beispielsweise in [Sne73], [Mur87] und [Lamg&9].
Wihrend zur Ausreifilererkennung oft die Single Linkage-Methode verwendet
wird (Abbildung I1.6), ist fiir die eigentliche Gruppierung das Average Linkage-
Verfahren im Gebrauch, wo der Abstand zwischen zwei Clustern der Mittel-
wert aller Abstinde der jeweiligen Mitglieder ist, und die nach ihrem Erfinder
benannte Ward-Methode [War63], die beim Gruppieren dafiir sorgt, dafi der
quadratische Abstand aller Clustermitglieder zu ihren Clustermittelpunkten zu
jedem Zeitpunkt moglichst klein bleibt. Dies hat zur Folge, dafl der Zwischen-
gruppenabstand zwischen zwei Clustern immer méglichst grofi;, die Trennung
also optimal ist. Aus diesen Griinden wird in der neueren Literatur im allge-
meinen die Ward-Methode empfohlen [Mur87].

Aufgrund der Struktur der hierarchischen Cluster-Algorithmen werden bei
etablierten Computerprogrammen (z. B. [Wis84]) nur die Un#hnlichkeiten oder
Abstinde zwischen allen Paaren von Kinzelproben zu Beginn des Cluster-
programmes berechnet und gespeichert. Anschliefend werden aus diesen die
Undhnlichkeiten oder Abstdnde zwischen aus mehreren Proben bestehenden
Clustern mit der “Formel von Lance und Williams” [Lan66] [Lan67] [Mur87]
auf der Basis der Einzelprobenunihnlichkeiten oder —abstinden ermittelt. Bei
Verfahren, die auf der Annahme von Clustermittelpunkten beruhen (z. B. Cen-
troid und Ward) werden konsistente Werte nur aus Abstandsmafien mit ei-
ner Norm || - || erhalten, da der Begriff “Mittelpunkt” (fiir den Mittelpunkt
X wird 3, ||X — x4|| minimal) mit einem Un&hnlichkeitsmaf allein nicht defi-
niert ist. Deshalb wird allgemein von der Verwendung von Un&hnlichkeitsmafen
in Verbindung mit Centroid-Verfahren oder Ward-Methode abgeraten [Sne73]
[Wis84].

Ein weiteres Problem der Vielfalt bei Clusterkriterien ist, dafl die Ergebnisse
— je nach gewdhlter Methode — beachtlich differieren kénnen. Wahrend Abbil-
dung 11.4 mit der Average Linkage-Methode erzeugt wurde, ist in Abbildung
I1.6 das Single Linkage- und in Abbildung I1.7 das Ward-Verfahren benutzt
worden.

Wie aus dem Vergleich der Abbildungen hervorgeht, ist das Ergebnis durch-
aus nicht immer iibereinstimmend (bis auf klare Fille). Bei der Verwendung von
hierarchischen Clustermethoden zur Gruppensuche wird daher empfohlen, mehr
als einen Algorithmus zu verwenden und nach iibereinstimmenden Ergebnissen
zu suchen [Eve74]. Ein Beispiel dafiir sind die 30 Proben der rechten Gruppe
“P2” (4+S3a und S3b nach der oberen Abschneidegrenze) in Abb. I1.5 bzw. “B”
in Abb. 1.7, die von beiden Algorithmen weitgehend erkannt wird®. Allerdings
148t sich ohne Miihe ein Verfahren angeben, wo auch das nicht der Fall ist (z.B.
Single Linkage, Abbildung I1.6).

Oft wird auch die fixe Klassifikation als Schwachpunkt aller hierarchischen
Clusterkriterien genannt: eine einmal in einen Zweig gruppierte Probe kann zu
einem spiteren Zeitpunkt nicht mehr umgruppiert werden, selbst, wenn dies
von den Daten her sinnvoll wire. Die meisten hierarchischen Clusteralgorith-
men messen sogar die Dissimilaritit zwischen verschiedenen Clustern so, daf§

*In Gruppe B ist es allerdings eine Scherbe mehr, die in Abbildung I1.5 in 1.2 enthalten ist.
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Abbildung I1.6: Mit Single Linkage-Methode erzeugtes Dendrogramm
Die gleichen Daten wie in den vorangegangen Abbildungen, aber mit Single Link-Verfahren grup-
piert. Auf den ersten Blick unterscheidet sich das Bild deutlich von Abbildung I1.4, fast alle Proben
sind links in dem mit “Hauptgruppe” bezeichneten Biischel zusammengefafit, nur die (auch mit der
bereits in Abschnitt I11.1.2 vorgestellten PCA erkennbaren) Gruppen “m”, “O” und die Standards
“C” sind klar getrennt. Die 21 numerierten Einzelproben (Zuordnung sieche Anhang A.2) werden
(ohne die Beriicksichtigung der Standards) als Ausreifier gefunden, was die Verwendung des Single
Linkage-Verfahrens fiir diesen Zweck illustriert. Die Standards liefern hier allerdings eine hohe Ab-
schneidegrenze (gestrichelte Linie), die fast alle Ausreifier und die (zwischen den mit “19” und “18’
bezeichneten Proben liegende) Gruppe m mit der Hauptgruppe vereinigt. Lediglich “1” (das ist die
Paffrather Scherbe) und die Ofenwandungen O bleiben separiert. Daher ist es auch nicht sinnvoll,
den in der Hauptgruppe selbst enthaltenen Unterstrukturen hier noch eine Bedeutung beizulegen.
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Abbildung I1.7: Mit Ward-Methode erzeugtes Dendrogramm
Dargestellt ist wieder der gleiche Datensatz wie in den Abbildungen II.4 bis 11.6. Anstelle von
Average Linkage wurde als Clusterkriterium die Ward-Methode verwendet. Da sich die Zwischen-
gruppenabstinde wiahrend des Clusterprozesses iiber mehrere Gréfenordungen erstrecken, sind auf
der Ordinate die dekadischen Logarithmen dieser Werte aufgetragen.
'C” kennzeichnet wieder die neun Standards, 'P’ die Paffrather Scherbe und 'O’ die Ofenwandungen.
Die gestrichelte Linie ist die aus den Standards ermittelte untere Abschneidegrenze (siehe Text).
"A1’,’A2’ und "B’ sind in diesem Dendrogramm deutlich getrennte Gruppen. Bemerkenswert ist, daf§
B fast die gleichen Proben enthilt wie die rechte Gruppe (S3a, S3b, P2) in Abb. 1.5, lediglich eine
Probe aus B liegt dort in 1.2. A2 enhilt hauptsichlich Proben aus Langerwehe, A1 hauptsichlich
(aber nicht nur) Proben aus Pingsdorf. Diese Gruppen sind aber nicht mit Gruppen der Abbildung
IL.5 identisch. Obwohl Al, A2 und B aus mehreren Biischeln bestehen, die von der durch die
Standards vorgegebene Abschneidelinie geschnitten werden (A11, A12, A13, A21, A22 ,B’und B),
ist diese Trennung nicht signifikant, da die beiden Messungen der gleichen Scherbe (siehe Abb. I1.5)
in verschiedenen Zweigen von Al liegen. Hier liefern die Standards also (zumindest fiir A1) eine
zu tiefe Abschneidegrenze. Die in Abbildung I1.4 mit 'S4’ bezeichnete Probe ist in A2 enthalten,
wird also nicht als Single erkannt. Die Ward-Methode neigt allerdings generell dazu, von Ausreifiern
“gestort” zu werden ([Pol86] [Lam89]).
Wie bei allen Bildern dieses Abschnittes ist die Zuordnung der Einzelproben im Anhang A.2 gege-
ben.
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sie mit jeder Gruppierung zwischen allen verbleibenden Clustern zumindest
nicht abnimmt (Monotoniekriterium, [Sne73]), eine Eigenschaft, die fiir eine
eindeutige hierarchische Clusterung wiinschenswert ist und eine stabile Grup-
pierung ohne Umsetzen impliziert. Aber auch nicht monotone Verfahren wie
das Centroid-Verfahren (ein Beispiel ist im Abschnitt X.2 gegeben) erlauben
kein Umgruppieren von Einzelscherben mehr.

Hierarchische Verfahren werden wegen der Méglichkeit der graphischen
Veranschaulichung und den — verglichen mit der PCA — bereits fast fertig
klassifizierten Daten auch bei der Gruppierung von Multielementdaten in der
Archiologie recht hiufig eingesetzt. Generelle Uberblicke iiber die Einsatzge-
biete und zugleich Hinweise auf methodische Fehler finden sich z. B. in [Pol83],
[Pol86]. Auch bei den hierarchischen Clusterverfahren gilt (wie bei der PCA),
daB die Hinzunahme neuer Proben eine Anderung des erzeugten Dendrogramms
und damit entsprechende Interpretationsschwierigkeiten bewirken kann.

I1.2.3 Partitionierende Clusterverfahren

Der oben erwidhnte Nachteil der fixen Klassifikation fordert neben der Anwen-
dung allein hierarchischer Verfahren oft noch eine zweite Stufe der “Nachbesse-
rung” bei der Gruppenbildung. Einen guten Uberblick iiber die Methoden gibt
[Eve74]. Dabei wird — dhnlich wie bei der Ward-Methode (s. 0.) —im allgemeinen
eine quadratische Abweichung minimiert. Zunichst wird eine bestimmte Grup-
penanzahl vorgegeben. Jedes Mitglied des Datensatzes wird aufgrund bestimm-
ter Anfangsannahmen (zum Beispiel durch eine hierarchische Clusteranalyse)
einer Gruppe zugeordnet, auch eine rein zufillige Verteilung der Mitglieder am
Anfang ist moglich.

Bezeichne St die Gesamtvarianzmatrix des Datensatzes, Syy die “Inner-
gruppenvarianzmatrix” und Sg die “Zwischengruppenvarianzmatrix” mit:

k  n;

.\t _
T = Y ) (x4 —%) (x5 - %)
=1 j=1
1
Sp = —T
k  n; ;
W= > (xy — %) (% — X))
=1 j=1
1
Sw = n—kw
k
B = ) ni(%-%'%-%)
=1
1

Die x sind dabei die m-dimensionalen Datenvektoren, der Index ij bezeichnet
die j-te Probe in der i-ten Gruppe. Die X; sind die Gruppen- und X ist der Ge-
samtmittelwert. n; kennzeichnet die Anzahl der Mitglieder von Gruppe i. k ist
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die Gesamtanzahl der Gruppen und n die Gesamtanzahl der Proben. Die Ma-
trizen T, W und B sind die nicht auf Proben- bzw. Gruppenanzahl reduzierten
Varianz-Kovarianz-Matrizen (in der Literatur manchmal auch die “Summe der
Quadrate und Kreuzprodukte”-Matrizen genannt, sieche z. B. [Mar79]). Mit den
eingefithrten Matrizen gilt (z. B. [Mar79]):

T=B+W (1L.5)

Da T und St durch die Daten fest vorgegeben sind, wird versucht, durch einen
Iterationsprozef die Datenpunkte so von einer Gruppe zur anderen zu sortieren
(“Relocation”), daB eine Fehlerquadratsumme minimiert wird, d. h., irgendeine
durch Syy gegebene Grofie. Dies bedeutet gleichzeitig eine Maximierung dieser
Grofle bei Sg und damit eine méglichst gute Separation der Gruppen. Ana-
log zu den hierarchischen Verfahren ist auch hier eine weitere Reduzierung der
Gruppenanzahl moglich. Ist die “beste” Einteilung aller Proben in die Gruppen
erst einmal gefunden, werden die beiden Gruppen mit dem geringsten gegensei-
tigen Abstand zusammengefafit und das gesamte Verfahren wiederholt. Dabei
kénnen einzelne Proben dann aber ihre Gruppenzugehérigkeit wechseln, was
bei den hierarchischen Verfahren nicht méglich war.

Die einfachste zu minimierende Gréfle ist die Spur von W (die Summe der
Diagonalelemente) oder die (iiber den festen Faktor —17) damit verbundene
Spur von Syy. Da (I1.5) auch fiir die Spuren dieser Matrizen gilt, bedeutet dies
gleichzeitig eine Maximierung der Spur von B. Bei archdologischen Datensitzen
wird diese einfache Methode oft verwendet (siehe z. B. [Dor75] und [Kha87]
sowie dort zitierte Werke). Sie ist das partitionierende Gegenstiick des Ward-
Verfahrens und wird in der englischsprachigen Literatur auch als “k-means”
Methode bezeichnet (es wird mit den Mittelpunkten von & Clustern gearbeitet).

Andere zu optimierende Gréfien sind die Determinante von W und die Spur
von W~1B (letztere ist zu maximieren). Im Gegensatz zum Spur-W-Kriterium
beziehen sie auch Nebendiagonalelemente der Matrizen mit ein und beriicksich-
tigen damit Korrelationen zwischen den Variablen (hier: Konzentrationen der
gemessenen chemischen Elemente). Dariiber hinaus sind sie — im Gegensatz zu
allen anderen Kriterien dieses Abschnittes — unabhingig von reguldren linearen
Transformationen der Datenpunkte®.

Fiir alle partitionierenden Verfahren spielt der Rechenaufwand eine erheb-
liche Rolle, sobald die Datensdtze aus mehr als einigen wenigen Punkten be-
stehen, da die Anzahl M (n, k) der Méglichkeiten, n Proben in k (nicht leeren)
Gruppen anzuordnen, gegeben ist durch [Seb84]:

1 n [k pin KT
M(n, k) = o Z : (=) "" =~ o fiir grofie n.
P !

*Beweis fiir ||[W]|| z. B. in [Seb84], die Determinante &ndert sich nur um einen nur transfor-
mationsabhédngigen Faktor. Fir Spur w-1lp erfolgt der Beweis hier: Sei M reguldre I'rans-
formation aller Datenpunkte x; mit y; = Mx; +y. Dann gilt fiir die beiden Matrizen Wy_l
=tM-1w;IM~1 und B, = MB!M, und Spur W; 1B, = Spur (*M-1w1)BiM) =
Spur (BEM)(tM_IW;l) = Spur BXVVX_1 = Spur VVX_IBX .
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Diese Zahl erreicht sehr schnell astronomische Werte. Um auch nur 20 Pro-
ben in drei Gruppen anzuordnen, gibt es 3 485 735 828 Moglichkeiten. Die “be-
ste” Losung zu finden, scheitert daher an der GroBe der Aufgabe®. Iterativ
arbeiten die partitionierenden Verfahren deshalb so, dafl sie von der gegebe-
nen Anfangsgruppierung ausgehen und jeden Datenvektor einzeln durch alle
Gruppen hindurchprobieren. Fiir eine der Gruppen wird diese Fehlerquadrat-
summe minimal, und in dieser Gruppe wird die Probe zunichst belassen. Da die
Gruppenzusammensetzung sich in jedem Schritt dndern kann, mufl dafi Verfah-
ren mehrfach hintereinander mit allen Proben des Datensatzes durchprobiert
werden. Erst wenn keine Umgruppierungen mehr auftreten, ist ein zumindest
lokales Minimum der Fehlerquadratsumme gefunden und damit eine “lokal op-
timale” Gruppierung. Es ist bisher keine Mdoglichkeit bekannt, festzustellen, ob
dies auch die optimal beste Gruppierung ist. Einige Autoren (z. B. [Pol86])
empfehlen daher, mit verschiedenen Anfangsgruppierungen zu starten und un-
ter den erhaltenen Endresultaten das mit der geringsten Fehlerquadratsumme
auszuwahlen.

In Tabelle 11.1 ist fiir die Beispieldaten eine Spur Syy -Minimierung gezeigt.
Nach dem hierarchischen Clusterverfahren mit der Ward-Methode erfolgen hier
nur wenige Umgruppierungen, zumeist zwischen den beiden ohnehin benachbar-
ten Gruppen Al und A2 (siche Abbildung 11.7). Dies liegt daran, daf§ bereits
bei der Ward-Methode mittels einer Fehlerquadratminimierung gruppiert wird,
die Ergebnisse also durchaus vergleichbar sind. Von den bisher diskutierten Ver-
fahren sind die Ward-Methode und die partitionierenden Clusterverfahren die
einzigen, die (wie hier iiber die Fehlerquadratminimierung, allgemeiner iiber
Eigenschaften der Matrix W) die Struktur von bereits gebildeten Gruppen
beriicksichtigen. Bei den partitionierenden Verfahren wird die durch W ausge-
driickte Kovarianzstruktur innerhalb einer Gruppe allerdings fiir alle Gruppen
als gleich angenommen. Wie weiter unten und in spdteren Abschnitten noch dis-
kutiert wird, ist diese Annahme bei der Herkunftsbestimmung nicht nur nicht
sinnvoll, sondern meistens auch nicht erfiillt.

Ein unter Anwendern durchaus nicht zu unterschitzendes Problem der par-
titionierenden Verfahren ist, daf} sie keine einfache graphische Darstellung der
Daten erlauben. Aus diesem Grund ist auch in Tabelle TI.1 nur ein Schema
angegeben. Ein wesentlich grofieres Manko ist allerdings noch, daf a priori ei-
ne Gruppenanzahl angenommen werden muf}, selbst, wenn sukzessive Grup-
pierungen mit mehreren vorgegebenen Gruppenanzahlen hintereinander vor-
genommen werden. Da bei Herkunftsbestimmungen nicht von vornherein klar
ist, wie viele verschiedene Fingerabdriicke im Datenmaterial enthalten sind,
ist diese Methode fiir die Gruppierung dieser Daten nicht ohne weitere Hilfe-
stellung zu gebrauchen. Zwar gibt es analog zur hierarchischen Clusteranaly-
se einige phdnomenologische Verfahren, die versuchen, die “beste” Anzahl der
Gruppen abzuschitzen, aber diese liefern fiir reale Datensdtze ebenfalls keine

SFindrucksvoll dargestellt wird das Problem von [Bis88], die eine #ltere Bemerkung auf-
greifen und wie folgt zitieren: “In theory, of course, the problem is simple, to quote Dr. Idnozo
Hcahsror-Tenib, that super galactian hypermetrician who appeared in Thorndike’s 1953 Pre-
sidential address to the Psychometric society, ‘Is easy. Finite number of combinations. Only
563 billion billion billion. Try all. Keep best.” ”
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Tabelle I1.1: Relocation am Beispiel der Pingsdorfer Keramik
Die Daten sind die gleichen wie in den Abbildungen I1.4 — 11.7. Die aus der
Abbildung I1.7 erhaltene Gruppierung (A1, A2, B und O, siehe dort) wurde als
Vorgabe gewihlt, die nicht in einer dieser Gruppen enthaltene Paffrather Probe
wurde weggelassen. Die Tabelle zeigt den Fortschritt der Umgruppierung iiber
zwei lterationen, im dritten (hier nicht mehr dargestellten) Iterationsschritt
erfolgt keine Umgruppierung mehr, so daf§ ein Minimum der verwendeten Feh-
lersumme (hier Spur Syy) erreicht ist. _ kennzeichnet die Anzahl der Proben
in den Gruppen, + und — geben an, wie viele Proben wihrend eines Iterati-
onsschrittes zu einer Gruppe hinzukommen bzw. aus ihr entfernt werden. Ein
Iterationschritt umfafit das sukzessive Durchprobieren aller Proben durch alle
Gruppen. Bereits nach einem Schritt hat sich die Fehlersumme dem gefunde-
nen Minimum bis auf 0.03 % gendhert. Allerdings stellt sich sowohl die Frage,
ob das Minimum ein globales ist als auch, ob die angenommene Anzahl von 4
Gruppen korrekt ist. Lediglich das Ofenwandungsmaterial 148t sich hier — wie
auch in allen anderen bisher gezeigten Beispielen — immer klar trennen. Die
Zuordnung der Einzelproben zu den Gruppen und die umgruppierten Proben
sind in Tabelle A.2 im Anhang A.2 angegeben. Um gegeniiber Abbildung II.7
konsistent zu bleiben, wurden zur Autoscaling-Transformation auch die hier
nicht dargestellte Paffrather Probe und die CFA-Standards mit herangezogen.

> 1. Tteration 2. Tteration >

Start + — > + — > Ende

Al 72 1 6 67 1 68 68
A2 33 5 2 36 1 35 35
B 31 2 33 33 33
0 5 5 5 5
Spur Sy 3.744 3.653 3.652 3.652
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eindeutigen Entscheidungen [Eve74] und werden iiberdies stark von vorhan-
denen Ausreifiern im Datensatz beeinfluit. Bei der Herkunftsbestimmung von
Keramik werden deshalb partitionierende Verfahren, hauptsichlich die Spur-
Sw-Methode, meistens nur als Verbesserung einer angenommenen oder anders
erzeugten Gruppierung verwendet. Die anderen beiden oben erwihnten Metho-
den sind erheblich rechenintensiver” (das mag ein Grund fiir ihre Meidung bis
in die achtziger Jahre hinein sein).

Ein Beispiel fiir die Gruppierung eines groferen Datensatzes (464 Proben)
mit der Spur W-Methode allein gibt [Kha87]. Allerdings stellt die Autorin fest,
dafl die Methode eindeutige Ergebnisse weder fiir die Gruppenanzahl noch fiir
die Unterteilung der Proben in Gruppen liefert. Fiir eine Untergruppe ihres Da-
tensatzes verwendet die Autorin noch das Spur W=1B-Kriterium. Die Ergeb-
nisse weichen ziemlich von der mit dem ersten Verfahren erzielten Gruppierung

ab.

II.3 Diskriminanzanalyse

Eng mit dem Spur W~1B-Kriterium bei partitionierenden Clusterverfahren
verwandt ist die Diskriminanzanalyse (DA). Die Methode selbst ist kein Clu-
sterverfahren. Sie kann nicht verwendet werden, um aus unsortierten Daten
Gruppen zu bilden. Allerdings ist sie sehr wohl in der Lage, etablierte Struktu-
ren zu unterscheiden und auf der Basis dieser Unterscheidung weitere Proben
des Datensatzes zu sortieren. Die DA wird in den meisten Lehrbiichern der
multivariaten Statistik beschrieben, z. B. [Mar79]. Eine umfassende praktische
Einfiihrung gibt [Ahr81], die speziellen Einsatzmoglichkeiten bei der Herkunfts-
bestimmung sind in [Pol86] enthalten.

Bei der DA wird zunidchst die Anzahl der Variablen reduziert. Insofern ist sie
ein dimensionsreduzierendes Verfahren. Der Unterschied zu den im Abschnitt
II.1 geschilderten Verfahren ist der, dafl bei der DA bereits Gruppen von Da-
tenpunkten gegeben sein miissen. Die Mittelpunkte von k& Gruppen spannen
im m-dimensionalen Hyperraum eine (hochstens) k& — 1-dimensionale Hyper-
ebene auf®. Bei der DA wird davon ausgegangen, daf alle Unterscheidungs-
und Zuweisungsprobleme des Datensatzes in diese Hyperebene iibertragen wer-
den kdnnen. Die von Null verschiedenen Eigenvektoren der Zwischengruppen-
kovarianzmatrix B liegen alle innerhalb der Hyperebene und kénnen dort als
Koordinatenachsen dienen. Um zusdtzlich die mittlere Innergruppenstreuung
zu beriicksichtigen und damit Achsen zu erhalten, entlang denen die Zwischen-
gruppenstreuung in Einheiten der Innergruppenstreuung maximal wird, werden
nicht die Eigenvektoren von B, sondern von W~1B bestimmt. Diese Eigenvek-
toren sind orthogonal beziiglich der W-Norm (d.h. e{Wey = 0 fiir Eigenwerte
Ai # Ar). Eine Darstellung der Datenvektoren in dem von den (beziiglich W,
sieche Abschnitt 11.2.1) normierten Eigenvektoren aufgespannten Raum liefert

"Sie erfordern die Inversion von m X m Matrizen, was bei typischerweise m = 25 immer
auch mit einer numerischen Ungenauigkeit verbunden ist.

®Die Dimension kann auch geringer sein. Beispielsweise kénnen drei Gruppenmitten auf
einer Geraden liegen.
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daher Punktwolken mit mittlerer Innergruppenkovarianzmatrix I (Einheitsma-
trix). Die (Eigenvektor)-Achsen kénnen wie bei der PCA nach absteigenden Ei-
genwerten sortiert werden. Wie dort gibt die Gréfle des Eigenwertes beziiglich
deren Gesamtsumme den Anteil der ausgedriickten Varianz an, im Unterscheid
zur PCA ist dies hier allerdings nicht die Gesamtvarianz, sondern die Zwischen-
gruppenvarianz in Einheiten der Innergruppenvarianz.

Die Darstellung in den den grofiten Anteil der Zwischengruppenvarianz ent-
haltenden Achsen dient mehreren Zwecken. Einmal wird die Gruppenseparati-
on graphisch dargestellt. Andererseits kénnen noch nicht zugeordnete Proben
xy durch die DA einer Gruppe zugeordnet werden. Dies geschieht, indem die
Abstinde zwischen Probe und Gruppenmittelwerten in den neuen Koordina-
ten (“kanonischen Variablen”, “nichtelementare Diskriminanzmerkmale”) z be-
rechnet werden. Sind die Eigenvektoren zu den — gemif allgemeiner Konventi-
on — nach absteigender Grofie durchnumerierten Eigenwerten Aq, ..., Apz_; mit
e1,...,ex_1 bezeichnet, so sind die kanonischen Variablen zyx eines Probenvek-
tors x gegeben durch

zy = 'Ex, (11.6)

mit E = (e fa.l, fek_l) als m x (k — 1)-Matrix. Der berechnete Abstand dgis
zum Mittelwert yy der Gruppe [ ist dann

ddIS = (Zx - Zyl)2 . (II?)

Aus dem fiir jede Gruppe berechneten Abstand wird das /| ausgesucht, fiir das
dgis am kleinsten ist?. Dieser Gruppe wird die Probe dann zugeordnet!®. In
den kanonischen Variablen taucht keine Skalierungsmatrix wie B oder W mehr
direkt auf. Werden daher zwei kanonische Variablen in gleichem MafBstab ge-
geneinander aufgetragen, so geht direkt aus dem graphischen Abstand eines
Punktes zu den Gruppenmittelpunkten hervor, zu welcher der Punktwolken er
gehort.

Abbildung 11.8 zeigt ein derartiges Diagramm, allerdings in der iiblichen
Form mit unterschiedlicher Achsenskalierung, um das Bild nicht zu sehr entlang
der “meistdiskriminierenden” Variablen auszudehnen. Bei Untersuchungen, bei
denen die Anzahl der Klassen von vornherein festliegt und ein Objekt anhand
seiner Merkmale zugeordnet werden soll, wobei sicher ist, dafl es in eine der
Klassen gehort, ist die DA sinnvoll. Bei der Gruppierung von Keramik allerdings
ist es weder klar, ob die Anzahl der Gruppen, die vorgegeben wird, die richtige
ist, noch, ob eine fragliche Probe iiberhaupt zu einer der vorgegebenen Gruppen
gehort. AuBerdem bewirkt die durch den Ubergang zu kanonischen Variablen

°Die Variablen z erlauben also ohne weitere Transformation eine einfache (auch graphisch
darstellbare) Trennung (Diskrimination) zwischen den einzelnen Gruppen, daher auch der
Begriff Diskriminanzanalyse.

"“Das stimmt nur niherungsweise. Die DA beruht auf der 7°-Statistik (siehe das nichste
Kapitel) und endlichen Probenanzahlen in allen Gruppen. Eine genaue Rechnung [Mar79]
[Ahr81] ergibt, daB statt des Minimums von dais (I11.7) das Minimum von /n;/(n; + 1) xd, n;
Probenanzahl in Gruppe !, gesucht werden muf}. Dies gilt auch fiir die anderen Erérterungen
in diesem Abschnitt, kann in der Praxis aber meist vernachlassigt werden, wenn n; grof genug
ist.
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Abbildung 11.8: Diskriminanzanalyse

Ergebnis einer Diskriminanzanalyse fiir die Pingsdorf-Langerwehe-Daten nach
der Relocation in Abschnitt [1.2.3. Da vier Gruppen angenommen werden,
gibt es nur die drei hier dargestellten kanonischen Variablen W1 — W3 (auf
der Ordinate ist beide Male W2 aufgetragen). Die Prozentzahl in Klammern
gibt den Anteil des jeweiligen Figenwertes an der Eigenwertgesamtsumme an
(hier 16.62). Die Gruppen sind durch unterschiedliche Symbole gekennzeich-
net. Die gestrichelten Ellipsen sind die gemittelten 2-o-Umgebungen um die
Gruppenmittelpunkte (aus W bzw. Syy ermittelt), die durchgezogenen Linien
die davon manchmal betrichtlich abweichenden (Gruppe O) individuellen 2-
o-Umgebungen jeder Gruppe. Die Hauptachsen der gestrichelten Ellipsen sind
alle achsenparallel und haben eine Linge von 2 (2-0-Umgebung), da die Aus-
richtung und Skalierung des Koordinatensystems von W bestimmt wird. Die
ausgefiillten Punkte (gut sichtbar im rechten Bild) liegen im in kanonischen
Variablen gemessenen Abstand ndher bei einer anderen als bei ihrer eigenen
Gruppe und miifiten deshalb umgruppiert werden. Dies gilt allerdings fiir eini-
ge der A2-Proben (Quadrate) nicht bei Beriicksichtigung der individuellen 2-o-
Umgebungen. Hier wird das auch im Text angesprochene Problem deutlich, in
wie weit gleiche Innergruppenkovarianzmatrizen iiberhaupt gerechtfertigt sind.
Wie auch bei der PCA dominieren die “grob” verschiedenen Proben die wich-
tigsten Achsen. W1 mit iiber 50 % der gesamten Zwischengruppenvarianz wird
vom Abstand Keramik — Ofennwand bestimmt (die Paffrather Probe ist hier
nicht beriicksichtigt). Ins Diagramm eingezeichnet lige sie bei W1 ~ — 10 und
W2 =~ 14. Es fillt auf, daf einige Proben (z. B. die A2-Probe ganz links im
rechten Bild) ziemlich weit auflerhalb der 2-0 Umgebung ihrer Gruppe liegen.
Die Diskriminanzanalyse kann auch dazu verwendet werden, festzustellen, ob
sie iiberhaupt zur Gruppe gehoren. Siehe dazu den Abschnitt 111.7.

Die absoluten Achsenwerte sind bedeutungslos. Sie hingen von der verwendeten
Datentransformation (hier: keine) ab und kénnen sich bei linearen Transforma-
tionen um eine (fiir jede Achse andere) Konstante verschieben.
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stattfindende Projektion in die von den Gruppenmittelpunkten aufgespannte
Hyperebene ein Weglassen jener Komponenten des Probenvektors, die die Probe
unter Umstidnden von allen gegebenen Gruppen gleichermafien unterscheiden.
Selbst Outlier konnen auf diese Weise in eine Gruppe eingeordnet werden.

Trotz der soeben als unter Umstinden falsch beschriebenen Annahmen wird
die Diskriminanzanalyse auch bei der Herkunftsbestimmung gern eingesetzt
[Jon&6], insbesondere, um bereits gebildete Gruppen und ihre Separation zu
zeigen. Gegeniiber allen bisher diskutierten Methoden hat sie einen entschei-
denden Vorteil: sie ist unabhingig von reguliren linearen Transformationen
wie dem oben beschriebenen Autoscaling-Verfahren und damit nicht auf eine
Reskalierung der Daten angewiesen. Werden ndmlich die Eigenvektoren der un-
transformierten Rohdaten x aus

(W™ 1B)e; = e
berechnet, so liefert eine Transformation der Form
X — x = Mx + xg

(M reguldre Transformationsmatrix) die Matrizen

W=MW'M
und

B=MB'M,
und die Kigenwertgleichung geht iiber in

M- Iw-IM-I MBM)§ = )&

Durch Vergleich mit der oberen Gleichung findet man A; = X; und & = tM~le;.
Aus der Transformation fiir x folgt fiir z

z = b(&1i...1&_1)%
= bleyi.. e 1)t (P M) (Mx + x)
= z—I—M_lxo.

Dies bedeutet lediglich eine konstante Verschiebung in den kanonischen Varia-
blen, die aber bei der Differenzbildung zwischen zwei Vektoren z wegfillt.

Wie auch die partitionierenden Clusterverfahren bezieht die DA bei der
Gruppenzuweisung die Kovarianzstruktur der Gruppen mit ein, wenn auch nur,
wie diese auch, als iiber alle Gruppen gemittelt und damit fiir alle Gruppen
gleich. Die Abbildung II.8 zeigt neben der in den kanonischen Variablen als
Kreisen mit Radius 2 darstellbaren “mittleren” 2-0-Umgebung (entspricht der
Kovarianzstruktur der Matrix W) auch die individuellen 2-0-Umgebungen nach
der Projektion auf die kanonischen Variablen!!. Wie aus der Abbildung hervor-
geht, sind diese durchaus nicht immer gleich.

"Bei kleineren Gruppen ist diese Projektion auf wenige Variablen notwendig, um eine inver-
tierbare individuelle Innergruppenkovarianzmatrix Wiyq zu erhalten. Um eine Kovarianzma-
trix invertieren zu kénnen, mufl mindestens eine Probe mehr als Variablen gegeben sein, was
beziiglich Proben- und Elementanzahl allerdings oft nicht zutrifft, siehe die spiteren Kapitel.
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Die Diskriminanzanalyse kann auch als Relocationsverfahren eingesetzt wer-
den wie die partitionierenden Clusteranalysen. Anhand der (auch fiir schon
gruppierte Scherben) berechenbaren Abstinde dgis aus Gleichung (I1.7) kann je-
de Probe der Gruppe zugeordnet werden, der sie (in den kanonischen Variablen
gemessen) am nichsten liegt. Dies muf nicht unbedingt die Gruppe sein, der
sie vor Ausfiithren der Diskriminanzanalyse zugewiesen wurde. Im Beispieldaten-
satz (Abbildung I1.8 und Anhang A.2) werden 6 Proben anderen Gruppen als
nach der Relocation des Anschnittes 11.2.3 zugewiesen, bei vieren davon wird die
durch die Spur-W-Methode erfolgte Zuweisungsinderung riickgingig gemacht,
wodurch die Problematik der Verldfilichkeit der erzielten Ergebnisse mit einem
oder mehreren Gruppierungsverfahren erneut deutlich wird. Bei der DA mu8
allerdings beriicksichtigt werden, dafi derartige Umgruppierungen recht selten
sind, weil die Zwischengruppentrennung beziiglich der Innergruppenstreuung
optimiert wird. Die Innergruppenstreuung W wird jedoch mit der Anfangs-
gruppierung und damit auch den “nicht optimal” klassifizierten Proben in der
“falschen” Gruppe berechnet. Die neuen Variablen werden beziiglich dieser als
“richtig” angenommenen Gruppierung berechnet, und das fiihrt dazu, dal auch
vielleicht falsch klassifizierte Proben durch die von ihnen mitverursachte W-
Metrik in aller Regel in der Anfangsgruppe bleiben, wenn die Ausgangsgrup-
pierung nicht vollig falsch war. Deshalb sollte die DA nicht als “Bestdtigung”
einer anders erfolgten Gruppierung verwendet werden. Die 6 Proben im Beispiel
werden deshalb umgruppiert, weil bei der Spur W-Optimierung im Abschnitt
I1.2.3 die Nebendiagonalelemente und damit die Kovarianzen nicht beriicksich-
tigt wurden, wihrend hier die Gesamtmatrix W eingeht. (Aus dem gleichen
Grund sind natiirlich auch die Ergebnisse der verschiedenen partitionierenden
Verfahren unterschiedlich.)

Eine oft benutzte zusitzliche Eigenschaft der DA ist die Mdglichkeit, iiber
die Komponentendarstellung der Eigenvektoren (in den urspriinglichen Konzen-
trationsvariablen) eine Aussage dariiber zu machen, welche Elemente entlang
einer (kanonischen Variablen-)Achse am meisten diskriminierend sind. Ein na-
heliegender Ansatz wire, die Elemente nach ihren Komponenten in den Eigen-
vektoren als beitragend zu klassifizieren, der Beitragsanteil des Elementes j zur
kanonischen Variable ¢+ widre dann einfach e?j/|ei|2. Diese Darstellung ist jedoch
nicht nur transformationsabhingig, sondern (sofern nicht alle Konzentrations-
werte in denselben GroBenbereich transformiert werden wie beim Autoscaling)
auch noch abhingig vom Absolutbetrag der jeweiligen Elementkonzentration.
Um den gleichen Beitrag zu einer kanonischen Variable zu erhalten, muf} die
jeweilige Komponente des Kigenvektors um so hdher sein, je kleiner die Ab-
solutkonzentration des Elementes ist. Die Angabe der vorher durchgefiihrten
Transformation ist daher essentiell bei der Angabe der Elementanteile in den
kanonischen Variablen.

Da die “tatsdchlich” diskriminierenden Elemente (auf deren Messung be-
sonderer Wert gelegt werden sollte) von erheblichem Interesse sein kénnen,
wird hier eine (in der Literatur bisher nicht diskutierte) Betrachtungswei-
se vorgeschlagen, die sinnvolle Werte liefert und von diagonalen “Skalen”-
Transformationen (die Matrix M enthilt keine Nebendiagonalelemente) un-
abhingig ist. Dies sind Transformationen, durch welche der Konzentrations-

39



wert jedes Elementes unabhdngig von allen anderen mit einem Faktor mul-
tipliziert und gegebenfalls noch um eine Konstante verschoben wird, z. B. die
bereits mehrfach erwihnte Autoscaling-Transformation. Andere als diese Trans-
formationen zu betrachten ist meist nicht sinnvoll, da (auch aus geochemischen
Griinden) die interessanten Gréfien die Elementkonzentrationen selbst und nicht
irgendwelche Linearkombinationen von ihnen sind.

Wird W zerlegt in W = Wg W Wg mit Wg;; = /W;; der Innergrup-
penstreuung des Elementes j, Wg Diagonalmatrix, so ist W die Innergrup-
penkorrelationsmatrix, die unter Skalentransformationen invariant bleibt. Wer-
den nun statt der Komponenten von e; die Komponenten von Wge; zum Aus-
driicken des Beitrages eines Elementes zur entsprechenden kanonischen Varia-
ble verwendet, so ist diese Darstellung unabhingig von Transformationen der
beschriebenen Form'? und liefert dariiber hinaus fiir alle Elemente vergleichba-
re Werte, indem die den absoluten Konzentrationswerten (ungefihr) umgekehrt
proportionalen Eintrige in e; mit den den absoluten Konzentrationswerten (un-
gefihr) proportionalen Innergruppenstreuungen multipliziert werden.

Das vorgeschlagene Ersetzen von e durch eine mit einer Matrix Z trans-
formierte Form Z e ist nicht auf Wge beschriankt (obwohl dies vielleicht am
sinnvollsten ist, weil auf Innergruppenabstinde normiert wird). Auch andere
Matrizen, die wie W transformiert werden und eine Bedeutung im Datensatz
haben, kénnen verwendet werden, z. B. T. Dies entspricht der Elementbelegung
nach dem Autoscaling-Verfahren. Die verwendete T'ransformation sollte deshalb
bei der Angabe der diskriminerenden Elemente immer mit angegeben werden!?.
Die Tabelle 11.2 zeigt den Vergleich der Komponentenbeitrige fiir die Achse W1
aus Abbildung I1.8.

Insgesamt ist die DA (abgesehen von ihren fehlenden Gruppierungseigen-
schaften) ein vielseitig verwendbares Datenanalyseinstrument, das auch noch
niitzliche Nebeninformationen liefert. Dariiber hinaus ist sie auch als Filter
brauchbar, wie in Abschnitt LIL.7 noch erliutert wird. Dennoch hat auch sie
einige Schwichen, ndmlich die oben erwidhnten zugrundeliegenden Annahmen
einer richtigen vorgegebenen Gruppenanzahl und einer gemeinsamen Kovari-
anzmatrix sowie der Annahme, den Zuweisungsproze3 auf wenige Variablen
einschrinken zu konnen. Umfassender Gebrauch der DA bei der Herkunftsbe-
stimmung findet sich in [Jon86].

26. wird bei diagonalen Transformationen mit m-1 transformiert, Wg mit M.

i

'"Bei in Bonn durchgefithrten Rechnungen werden statt T, W und B ST, Sy und Sg
verwendet. Da es sich dabei aber nur um einen zusétzlichen Faktor in der Transformation han-
delt und die vorgeschlagene Form der Elementbelegung skaleninvariant ist, sind die Ergebnisse

die gleichen.

40



Tabelle 11.2: Elementweise Beitrige zur ersten kanonischen Variablen nach ver-
schiedenen Berechnungsverfahren

Angegeben sind die Standardgruppierungselemente in Bonn. Die im Ge-
wichtsprozentbereich liegenden Werte von Fe, K und Ti werden hier (wie gene-
rell in der Bonner Arbeitsgruppe) als durch 10000 (Umrechnungsfaktor Gew.-%
zu ppm) dividiert behandelt. Damit werden sie in den Zahlenbereich der Spu-
renelemente transformiert. Bei den Rohdaten dominieren in den Komponenten
Elemente mit kleinen Zahlenwerten (Lu, Ta, Tb). Durch die Transformation
aller Elemente in den gleichen Zahlenbereich (Autoscaling) liefern insbesondere
Sb und immer noch Tb grofie Beitrige. Die vorgeschlagene Berechnungsmetho-
de iiber die Skalierung der Eigenvektoren mit Wg schliefilich liefert noch Sc
als stark beitragendes Klemente. Zwischen den beiden letzten Skalierungsarten
sind die Unterschiede nicht so grof}, da bereits die Autoscaling-Transformation
fiir alle Elemente ungefihr vergleichbare absolute Zahlenwerte liefert.

Element Mittelwert des Beitrag zu ey in %

Datensatzes (ppm) | Rohdaten Autoscaling Wg-Skalierung
Ce 92.43 0.00 0.23 0.34
Co 8.68 0.00 0.52 0.47
Cr 158.01 0.00 1.78 2.63
Cs 20.74 0.00 0.17 0.44
Fu 1.32 2.47 3.23 3.61
Fe 2.20 0.09 1.17 0.71
Hf 6.89 0.10 1.74 5.55
K 1.84 1.33 0.73 3.45
La 48.16 0.00 0.00 0.00
Lu 0.46 26.62 3.50 1.60
Nd 35.30 0.00 2.21 3.19
Ni 47.84 0.00 0.50 0.60
Rb 140.44 0.00 0.17 0.69
Sb 1.42 4.61 28.04 10.02
Sc 18.41 0.08 12.44 17.98
Sm 6.32 0.00 0.07 0.22
Ta 1.67 21.16 5.62 16.85
Tb 0.78 39.19 22.48 13.54
Th 15.26 0.00 0.38 1.67
Ti 0.61 2.00 0.10 0.35
U 3.57 0.07 0.70 0.46
W 3.24 0.35 1.02 2.17
Yb 3.16 1.85 9.52 6.09
7Zn 71.13 0.00 2.33 3.38
Zr 284.24 0.00 1.20 3.84
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II.4 Direkter Vergleich der Daten

Um die in den letzten Abschnitten geschilderten Probleme von Dimensionsredu-
zierung, Datentransformation, Clustermethoden und Clusterkriterien zu umge-
hen, bevorzugen einige Arbeitsgruppen den direkten Vergleich von gemessenen
Elementkonzentrationen. Insbesondere von Perlman und den aus seiner Schule
hervorgegangenen Labors wird dies als die einzig sichere Art der Gruppierung
angesehen [Far77], da Datenmanipulationen wie die oben geschilderten Gruppie-
rungen vortdauschen oder bestehende Zusammengehorigkeiten auflosen kdnnen.
Die Wahl des “besten” Clusterverfahrens beispielsweise kann beeinfluit werden
durch a priori Annahmen, z. B., indem der Gruppierung, die die urspriingliche
archdologische Annahme am besten reproduziert, der meiste Glauben geschenkt
wird.

Verglichen mit den statistischen “Paketverfahren” der letzten Abschnitte
wird beim direkten Vergleich der Daten keine Gruppierung von irgendeinem
Algorithmus geliefert, sondern jede Einzelprobe mufi vom Bearbeiter anhand
ihrer Zahlenwerte gruppiert werden. Dies ist fiir die Zuweisung von Einzelproben
zu bereits etablierten Gruppen noch méglich (siehe Tabelle 11.3), zumal hier
eine einfache graphische Darstellung naheliegt (siche Abb. I1.9). Bereits bei
der Betrachtung von Tabelle 11.3 wird aber klar, dal der notwendige Vergleich
von vielen Zahlenkolonnen zumindest sehr arbeitsaufwendig, daneben aber auch
extrem langweilig und somit durch ungenaues Arbeiten auch fehlertriachtig sein
kann.

Muf3 auch noch von Einzelscherben ausgegangen werden, so miissen
zunichst die einzelnen Analyseergebnisse untereinander verglichen werden, um
zumindest eine Vorsortierung zu erhalten (siehe Tabelle 11.4). Dieses Verfahren
ist noch miihsamer als die Zuweisung zu bereits bestehenden Gruppen. Ins-
gesamt gestattet der direkte Vergleich der Daten aber im Gegensatz zu allen
bisher geschilderten etablierten Methoden auch die Einbeziehung der Mefun-
sicherheiten in die Gruppenbildung (man wird auf die Ubereinstimmung von
prizise gemessenen Elementen mehr Wert legen als auf die von weniger prizise
gemessenen). Dariiber hinaus kénnen Messungen einzelner Elemente, die bei
sonst in ihren Konzentrationen iibereinstimmenden Proben differieren, erkannt
und unter Umstinden als Kontamination verworfen werden (siehe das Beispiel
in Tabelle 11.3). Diese Moglichkeit bietet keines der “Paketverfahren” PCA und
Clusteranalyse. Gerade bei wegen der begrenzten Materialmenge oft nicht wie-
derholbaren Messungen an archiologischem Material ist es aber wichtig, er-
ratische Meflwerte bereits in einem frithen Stadium der Herkunftsbestimmung
auszuschlieflen. Ein Beispiel fiir die Erkennung von “verdichtigen” MefBwerten
ist auch in [Far77] gegeben.

Ein wichtiger, bisher nur in Abschnitt I1.2.1 kurz erwdhnter Punkt sind
nicht vorhandene Daten. In Tabelle 11.4 beispielsweise fehlen fiir die Probe mit
der Laborbezeichnung Ping 13 einige aus kurzlebigen Nukliden bestimmte Ele-
mente. Dieser Fall kann eintreten, wenn es aus irgendwelchen Griinden (Scha-
den an der Meflapparatur, nicht rechtzeitiges Eintreffen der bestrahlten Proben
vom Reaktor) nicht méglich ist, alle Messungen einer Mefireihe durchzufiihren.
Sicher als fehlerhaft erkannte Elementkonzentrationen (z. B. wegen Kontamina-
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tion) miissen ebenfalls von der Gruppierung ausgeschlossen werden. Das fiihrt
dazu, daB es in fast jedem Datensatz Proben gibt, deren Fingerabdruck Liicken
(“Nulldaten”) aufweist. Eine Wiederholungsmessung verbietet sich manchmal
wegen Materialmangels. Ist dariiber hinaus eine Kontamination bereits bei der
Probennahme erfolgt, so ist auch das unter Umstinden noch vorhandene Ma-
terial fiir eine weitere Tablette unbrauchbar. Wenn die Scherbe dann nicht oder
nur schwer erneut zuginglich ist (bei Grabungen im Ausland der Fall, wenn
die Proben bereits auf der Grabung genommen wurden), mufl auf jeden Fall
das Beste aus den vorhandenen Daten gemacht werden. Wihrend beim hier
geschilderten direkten Vergleich dies kein Problem darstellt (man ignoriert die
in einer Probe fehlenden Daten beim Vergleich auch in den anderen Proben),
miissen bei der Hauptkomponentenanalyse diese Proben oder diese Elemente
entweder ganz weggelassen werden (!) oder die fehlenden Elementkonzentra-
tionen werden durch die Mittelwerte aller vorhandenen Konzentrationen des
entsprechenden Elements im Datensatz ersetzt. Hierarchische Clusterverfahren
mit ihrer breiten Auswahl an (Un)Ahnlichkeits- und AbstandsmafBien werden
von Nulldaten kaum beeinflufit, wenn die gew&hlte Distanz entsprechend mit
der Anzahl beriicksichtigter Elemente skaliert wird (siehe Abschnitt 11.2.1). Dies
bedeutet, dafl der Unterschied in den fehlenden Elementkonzentrationen zweier
Proben gleich dem Mittel der Unterschiede der vorhandenen ist, eine Annah-
me, die der Bearbeiter in der Regel auch beim direkten Datenvergleich macht.
Bei partitionierenden Clusterverfahren mit ihrer festen Summe von Inner- und
Zwischengruppenkovarianzmatrizen wird die Berechnung der Fehlersummen er-
heblich kompliziert, da fehlende Daten nicht einfach durch den Mittelwert des
Clusters, in dem die Probe augenblicklich gruppiert ist, angendhert werden
kénnen: Die als fest angenommene Gesamtkovarianzmatrix wiirde sich mit ei-
nem Wechsel einer nulldatenbehafteten Probe von einem Cluster zum anderen
indern. Sind nicht zu viele Nulldaten involviert, so kann diese Anderung in
der Praxis allerdings meist vernachlissigt werden, ein zwar mathematisch nicht
vollig sauberes, aber brauchbares Verfahren.

Trotz der geschilderten Vorteile ist der Aufwand, der beim direkten Vergleich
getrieben werden muf, offenbar ein Grund fiir viele Arbeitsgruppen, fertige
Statistikpakete zu bevorzugen und dann Elemente, deren Konzentrationswerte
fiir einige Proben fehlen, iiberhaupt nicht mit in die Rechnung einzubeziehen
[Att77]. Weiter wird oft angefiihrt, daB der elementweise Vergleich der Daten es
nicht gestattet, Beziehungen (Korrelationen) zwischen den einzelnen Elemen-
ten zu beriicksichtigen [Pol86]. Diese Problematik wird im Abschnitt 11.5 noch
weiter erliutert. Insgesamt ist die Methode des direkten Vergleiches bei der
Gruppierung von allen hier vorgestellten diejenige, die die speziellen Probleme
von Multielementdaten am besten handhaben kann. Allerdings sind ihr durch
den erforderlichen Aufwand natiirliche Grenzen gesetzt. Im grofiten Teil dieser
Arbeit wird aber beschrieben, wie durch computergestiitzte Algorithmen dieser
Aufwand auf ein zuldssiges Mafl reduziert werden kann.

43



Tabelle 11.3: Direkter Vergleich von Gruppenwerten mit Einzelproben am Bei-
spiel der Pingsdorfer Keramik.

Die Mittelwerte M, Streuungen ¢ und relative Streuungen (o in % von M) von
29 Elementkonzentrationen der Proben innerhalb der Gruppe B sind dargestellt,
daneben die gemessenen Konzentrationen z 4o, dieser Elemente in zwei Proben
des Datensatzes sowie deren statistische MeBfehler in % von z.

Bei genauer Betrachtung der Zahlen erkennt man, daf} fast alle Werte der Probe
Ping 15 innerhalb der 1o-Umgebung der Gruppe B liegen. Th und Hf liegen
innerhalb der 20-Umgebung und lediglich der Wert von W erscheint abnorm
hoch. Die Scherbe Ping 15 wire also sicher der Gruppe B zuzuordnen, der
W-Wert wahrscheinlich als Kontamination anzusprechen. (Der tatsichlich ge-
messene Wert von W in Ping 15 ist 3.01, der Wert wurde lediglich heraufgesetzt,
um die Erkennung von Kontaminationen zu demonstrieren.)

Fiir Lgw 12 dagegen liegen 7 Elemente (As, Ca, Cs, Fe, K, Rb und Ti) aulerhalb
der 30-Umgebung von B, weitere 4 (Hf, Lu, Ta und Zr) auflerhalb der 2o-
Umgebung. Diese Probe ist damit sicher kein Mitglied der Gruppe B.

Gruppe B Ping 15 Lgw 12
Elem. | Mg + o (%) x + o (%) x + o, (%)
As 6.94 £+ 4.67 67. 105 £ 0.1 0.6 408 + 0.1 0.3
Ba 278. £ 54 19. 290. £+ 29. 938 322. £ 23, 7.2
Ca% 036 + 0.14 40. 031 £+ 0.15 49. 085 £+ 048 56.
Ce 90.7 £ 9.1 10. 925 £ 1.2 1.3 86.0 + 1.2 1.4
Co 5.22 4+ 2.26 43. 5.15 4+ 0.08 1.5 751 £+ 0.08 1.0
Cr 167. £+ 18. 11. 172. &£ 1. 0.7 139. &+ 1. 0.7
Cs 170 + 25 14. 189 £ 02 08 285 £+ 02 0.6
Eu 1.23 + 0.16 13. 130 £ 003 23 1.19 £ 003 25
Fe% 143 +£ 035 24. 1.25 £+ 0.01 0.7 263 £ 0.01 04
Hf 834 £+ 1.13 14 7.09 £ 0.08 1.2 5.00 £ 007 14
K % 1.35 + 0.24 18. 1.26 £+ 0.01 0.7 224 £ 003 14
La 479 £ 40 83 488 +£ 0.1 0.2 459 4+ 0.1 0.2
Lu 044 £+ 0.04 8.7 041 4+ 0.01 3.2 037 £+ 0.01 3.9
Na% | 0.10 + 0.02 22. 0.10 4+ 0.00 1.3 0.11 £+ 0.00 25
Nd 340 £+ 43 13, 369 £+ 21 58 336 £+ 18 53
Ni 382 £+ 122 32. 2866 4+ 85  30. 429 4+ 85 20
Rb 105. £+ 17. 17. 104. £ 2. 2.0 182. = 3. 1.4
Sb 1.17 £ 030 25. 1.18 £ 0.09 7.7 1.02 £ 0.07 7.3
Sc 151 £ 1.6 10. 158 £ 00 0.2 177 £ 0.0 0.1
Sm 5.7 £ 1.75 30. 553 £+ 0.02 04 531 &£ 0.02 04
Ta 201 4+ 0.19 95 193 +£ 006 3.1 1.60 £ 0.04 2.7
Th 0.73 £ 0.09 13. 0.73 £ 0.03 3.9 065 £+ 0.02 338
Th 158 + 1.0 6.2 170 £ 0.1 0.5 143 +£ 0.1 0.5
Ti% 0.74 4+ 0.08 10. 0.78 4+ 0.03 3.9 050 £+ 0.05 9.2
U 3.16 + 035 11. 3.06 4+ 0.06 2.0 353 £ 0.07 1.9
W 3.19 4+ 043 14 6.01 4+ 0.08 1.3 3.11 £+ 0.14 44
Yb 3.14 4+ 0.27 8.8 288 4+ 0.05 1.9 260 £+ 0.05 1.8
Zn 51.8 4+ 13.7 26. 46.0 +£ 19 4.1 534 £ 18 34
Zr 340. £+ 49. 14. 302. 4+ 25, 83 209. 4+ 24 11.

(Konzentrationswerte in ppm oder (fiir Ca, Fe, K, Na, Ti) in %).
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Abbildung I1.9: Direkter Vergleich von Gruppenwerten mit Einzelproben: Gra-
phische Darstellung.

Dieselben Daten wie in Tabelle 11.3, dargestellt als Balkendiagramm. Aufgetra-
gen ist die Abweichung des Konzentrationswertes der Einzelprobe vom Grup-
penmittelwert in Einheiten der Gruppenstreuung (z—M)/o. Gruppenmitglieder
werden damit sofort erkannt, da ihre Abweichungsbalken nur in Ausnahmefllen
langer als 2 sein sollten. Auch die Nichtzugehorigkeit von Lgw 12 fillt hier auf
einen Blick auf. Daneben wird die Erkennung von méglicherweise fehlerhaft be-
stimmten Elementen erleichtert (W in der Probe Ping 15, siehe auch Tabelle
11.3). Obwohl durch diese einfache Graphik das langwierige Zahlenstudium der
Tabellen weitgehend beseitigt wird, sind Anwendungen auferhalb der Bonner
Arbeitsgruppe fiir die Herkunftsbestimmung bisher nicht bekannt.
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Tabelle 11.4: Direkter Vergleich von Kinzelproben.

Die Darstellung entspricht der der Tabelle I1.3. Sind keine Gruppen gegeben,
mufl durch Betrachtung der Einzelwerte versucht werden, &hnliche Proben zu
finden. Durch Betrachten der Zahlen ist zu erkennen, dafi Ping 13 und Ping 15
in einigen Elementen innerhalb von 1 % des Wertes iibereinstimmen (Sc, Th, U,
Zr) und die Konzentrationswerte von Lgw 12 auch bei vielen anderen Elementen
zum Teil erheblich von denen der beiden Pingsdorfer Proben abweichen (Ca, Co,
Cs, Fe, Hf, Rb, Sb, Ta, Ti). Allerdings decken sich bei einer Reihe der seltenen
Erden die Konzentrationswerte von Ping 13 und Lgw 12 besser als die von
Ping 13 und Ping 15. Deshalb wird man die beiden Pingsdorf-Proben erst dann
zusammen gruppieren, wenn weitere Scherben mit dhnlichen Elementmustern
auftauchen, die sich insgesamt gut von Lgw 12 unterscheiden lassen.

Zu erwihnen ist noch, dafl es — bedingt durch einen Ausfall der MeBapparatur —
vorkommen kann, daf§ einige Elemente nicht bestimmt werden kénnen (hier bei
Ping 13 simuliert). Die damit verbundene Problematik wird im Text diskutiert.

Lgw 12 Ping 13 Ping 15
Elem. | = £+ o, (%) r = o, (%) r + o, (%)
As 40.8 £+ 0.1 0.3 nicht bestimmt 105 £+ 0.1 0.6
Ba 322. + 23, 7.2 207. 4+ 28. 14. 290. £+ 29. 938
Ca% | 0.85 £ 0.48 56. 0.27 4+ 0.15 56. 0.31 £+ 0.15 49.
Ce 8.0 + 12 14 8.6 + 12 14 925 4+ 12 1.3
Co 751 4+ 0.08 1.0 503 4+ 0.08 1.5 515 4+ 0.08 15
Cr 139. + 1. 0.7 156. &+ 1. 0.7 172. + 1. 0.7
Cs 2855 £+ 0.2 0.6 186 =+ 0.2 0.8 189 4+ 0.2 0.8
Eu 1.19 £+ 0.03 2.5 1.17 + 0.03 24 1.30 £+ 0.03 2.3
Fe% 263 £ 001 04 1.15 + 0.01 0.7 1.25 4+ 0.01 0.7
Hf 500 &4+ 0.07 14 797 4+ 0.09 1.1 7.09 + 0.08 1.2
K % 224 4+ 0.03 14 nicht bestimmt 1.26 4+ 0.01 0.7
La 459 £+ 0.1 0.2 456 =+ 0.1 0.2 488 £+ 0.1 0.2
Lu 037 £ 0.01 3.9 039 &+ 0.01 3.3 041 £ 0.01 3.2
Na% 0.11 4+ 0.00 2.5 nicht bestimmt 0.10 £+ 0.00 1.3
Nd 33.6 =+ 1.8 5.3 351 £+ 21 5.9 369 £+ 2.1 5.8
Ni 429 4+ 85 20. 306 £+ 83 27. 286 £+ 85 30.
Rb 182. =+ 3. 1.4 100. =+ 2. 2.0 104. =+ 2. 2.0
Sb 1.02 + 0.07 7.3 1.15 £+ 0.09 8.0 1.18 4+ 0.09 7.7
Sc 177 + 0.0 0.1 158 £+ 0.0 0.2 158 £+ 0.0 0.2
Sm 531 £+ 0.02 04 537 4+ 0.02 04 553 + 002 04
Ta 1.60 + 0.04 2.7 1.87 + 0.06 3.1 193 4+ 0.06 3.1
Tb 0.6 £+ 0.02 3.8 0.68 £+ 0.03 4.2 073 + 0.03 3.9
Th 143 £+ 0.1 0.5 169 £+ 0.1 0.5 170 £+ 0.1 0.5
Ti% 050 £ 0.05 9.2 0.68 £+ 0.03 4.5 078 + 0.03 3.9
U 353 4+ 0.07 1.9 3.04 £+ 006 2.0 3.06 £ 0.06 2.0
W 3.11 4+ 0.14 44 nicht bestimmt 6.01 + 0.08 1.3
Yb 260 £+ 005 1.8 267 4+ 0.05 1.9 288 £ 005 1.9
7n 53.4 + 1.8 3.4 60.8 £+ 2.0 3.3 46.0 =+ 1.9 4.1
YA 209. 4+ 24, 11. 306. + 25, 8.1 302. 4+ 25, 8.3

(Konzentrationswerte in ppm oder (fiir Ca, Fe, K, Na, Ti) in %).
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II.5 Weitere Probleme

Einige spezielle Probleme insbesondere der “Paketlésungen” Hauptkomponen-
tenanalyse (PCA), Clusteranalyse (CA) und Diskriminanzanalyse (DA) wur-
den bereits erwahnt, beispielsweise die Nulldatenbehandlung. Insbesondere die
von Datensatz abhingige Reskalierung ist bei CA und PCA als eines der
“Hauptiibel” zu erkennen. Viele Arbeitsgruppen (z. B. [Har76], [Pol86]) sind
dazu iibergegangen, statt der reskalierten Konzentrationswerte die Logarith-
men der urspriinglichen Werte zu verwenden. Haben innerhalb eines Datensat-
zes die Konzentrationen der verschiedenen Elemente alle ungefihr die gleiche
relative Streuung o7 ;/Z;(= 07, 10g), S0 Wird eine weitere Reskalierung damit
ganz liberfliissig. Die Transformation auf die Logarithmen selbst ist fest und un-
abhingig von der Gesamtzusammensetzung des Datensatzes. Meist jedoch trifft
auch fiir die logarithmierten Konzentrationswerte die Annahme gleicher relati-
ver Streuungen nicht zu. Damit dann nicht die “wild” streuenden Werte, die
oft die mit geringster Prizision gemessenen sind, die Gruppierung dominieren,
mufl dennoch reskaliert werden, und der Vorteil der Logarithmentransformation
entfillt wieder. Bei der Clusterbildung verschieben sich durch das Rechnen mit
Logarithmen die Mittelwerte. Das arithmetische Mittel der Logarithmen ent-
spricht (nach Riicktransformation) dem geometrischen Mittel der Werte selbst.
Werden im Verlauf der Gruppierung Methoden verwendet, die eine bestimmte
Verteilung (7. B. Normalverteilung) der Daten zugrunde legen, geht bei der lo-
garithmischen Transformation diese Annahme auf die Logarithmen der Daten
iiber. Diese Problematik wird — auch im Zusammenhang mit den Methoden der
folgenden Kapitel — weiter unten noch einmal diskutiert (siehe Kapitel 1X).

Ein weiters Problem, das auch die Methode des direkten Vergleiches betrifft,
ist die (geo)chemische Beziehung der einzelnen vermessenen Elemente unterein-
ander. In den meisten Formeln, insbesondere den fiir Ahnlichkeit oder Abstand
bei der hierarchischen CA, wird jeder Konzentrationswert als gleichwertige un-
abhingig Variable betrachtet, was in einem noch nicht strukturierten Daten-
satz auch gerechtfertigt ist [Sne73]. Die verwendeten Variablen werden durch
die Méglichkeiten der verwendeten Analysentechnik begrenzt.

Bedingt durch weitgehend gleiches chemisches Verhalten zweier Elemen-
te kann der Fall eintreten, dafl ein hoher Konzentrationswert des einen einen
ebenso hohen Wert des anderen Elementes impliziert oder umgekehrt, auch in-
nerhalb einer Referenzgruppe. Das gilt insbesondere fiir die Seltenen Erden'?.
Obwohl die meisten dieser Elemente mit der NAA gut mefibar sind, werden vie-
le davon bei der Gruppierung manchmal vernachlissigt [Per69], weil ihr gleiches
Verhalten statt zweier unabhingiger Variablen im euklidischen Abstand (11.1)
eher die Verdoppelung des Beitrages einer einzigen bedeutet. In der geoche-
mischen Terminologie werden solche Elemente als “korreliert” bezeichnet. Eine
negative (“Anti-”)Korrelation zwischen zwei Elementen ist ebenfalls vorstellbar,
beispielsweise, wenn innerhalb einer Lagerstitte durch Umwelteinfliisse (z. B.
Auswaschungen) ein “mobiles” Element durch ein chemisch dhnliches ersetzt

MDjes sind die auch als Lanthaniden bezeichneten Elemente mit Z=58 — 71. Manchmal
z&hlt man auch Lanthan selbst (Z=57) noch dazu.

47



wird. Dies ist oft bei den Alkalimetallen, insbesondere den als Hauptbestand-
teilen im Ton in Gewichts% enthaltenen K und Na der Fall.

Der Begriff “Korrelation” entspricht dem auch in der Mathematik verwen-
deten. Die gegenseitige “Korrelation” zweier Variablen j und k innerhalb eines
Datensates oder einer Gruppe von Vektoren wird durch den Korrelationskoef-
fizienten p;; ausgedriickt:

1 Z”: (zij — %) (wix — Ta)

Pik = — .
n J;0k

=1
(Falls die Mittelwerte und die Streuungen aus den Daten errechnet werden,
steht vor der Summe 1/(n —1)). Fiir aus realen Daten berechnete Korrelations-
koeffizienten wird oft die Bezeichnung r verwendet, wihrend p den Korrelations-
koeffizienten der Grundgesamtheit kennzeichnet. Der Wert von p liegt zwischen
-1 (perfekte negative Korrelation, alle Datenpunkte liegen auf einer Geraden
mit negativer Steigung) und 1 (perfekte positive Korrelation, alle Datenpunkte
liegen auf einer Geraden mit positver Steigung). Zur ausfiihrlicheren Diskussion
siehe die einfiihrenden Lehrbiicher iiber Statistik, z. B. [Bev69] [Bra81], und fiir
die Herkunftbestimmung [Har76].

Alle bisher diskutierten Gruppierungsverfahren beriicksichtigen Korrelatio-
nen nur dort, wo explizit eine gesamte Kovarianzmatrix in der Formel steht,
also St bei der PCA und die Matrizen T, B und W bei den partitionierenden
Verfahren'® und der DA. Korrelationen beim direkten Vergleich der Daten zu
beriicksichtigen ist ausgesprochen miithsam und wurde bisher nicht praktiziert.
Stattdessen wurde von als hochkorreliert bekannten Elementen oft nur eines
ausgewihlt [Per69]. Bei den beschriebenen UnihnlichkeitsmaBen hierarchischer
Clusterverfahren kénnen Korrelationen beriicksichtigt werden, indem statt der
Matrix I in (I.1) und (I1.2) die Inverse der Korrelationsmatrix des Gesamt-
datensatzes R,}l eingesetzt wird!'®. Dabei tritt aber wieder das alte, bereits in
Abschnitt 11.1 beschriebene Problem der Abhingigkeit vom Gesamtdatensatz
auf. Wie die Streuungen kénnen auch die Korrelationskoeffizienten datensatz-
abhdngig sein.

Werden die Korrelationen in St (also im Gesamtdatensatz) von den im Da-
tensatz enthaltenen Gruppen bestimmt (diskriminieren mehrere Elemente gut
zwischen verschiedenen Gruppen, sind sie notwendig miteinander korreliert),
so kann innerhalb einer Gruppe ein ganz anderes Korrelationsschema vorherr-
schen, das vom chemischen Verhalten der Elemente innerhalb der der Keramik
zugrundeliegenden Tonlagerstitte und dem Produktionsprozefl bestimmt wird
und nicht notwendigerweise fiir alle Gruppen gleich sein muf}. Bei den partitio-
nierenden Verfahren und der DA wird mit B und W zwischen Gesamtdatensatz
und Einzelgruppe unterscheiden, aber die Mittelung iiber alle Gruppen in W
bzw. Sy impliziert eine gleiche Korrelationsstruktur innerhalb aller Gruppen,

5Bei der Spur-W-Methode ist dies nicht der Fall, da die Diagonalelemente lediglich die
Quadrate der Streuungen je eines Flementes sind und die die Korrelationen enthaltenden
Nebendiagonalelemente der Matix nicht berticksichtigt werden.

Y67Zusammen mit der Selbstskalierung der Daten entspricht dies dem Einsetzen von S,:_[‘1

und der Verwendung von Rohdaten.
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was nicht unbedingt zutreffen muf (siehe Abschnitt I1.3). Dennoch ist dieser
Zugang noch der beste unter allen in diesem Kapitel zur Verfiigung stehenden

und gestattet wenigstens die Kinbeziehung von Korrelationen auch fiir einzel-

ne Gruppen. Die allgemeine Notwendigkeit auch bei der Herkunftsbestimmung
wird heute nicht mehr bestritten [Pol86].

Zusammenfassend sind in diesem Kapitel einige, meist mehreren Verfah-
ren gemeinsame Schwichen aufgezeigt worden, die hier noch einmal aufgelistet
werden (die zitierten Forderungen sind die des Abschnittes 1.4):

a.)

b.)

Die Verschiedenheit der Wertebereiche der Konzentrationswerte erfordert
eine Reskalierung. Diese ist aber in der Praxis datensatzabhingig und
verletzt damit die Forderungen 3.) und 4.).

Die Behandlung von Nulldaten fiir eine Probe ist — abgesehen von den
hierarchischen Clusterverfahren — ein ungeltstes Probelm.

Die Erkennung von Gruppen in einem Verfahren ist oft nicht eindeutig,

das widerspricht den Forderungen 2.) (und bei Hinzukommen neuer Scher-
ben auch 4.)).

Strukturen innerhalb der Gruppen (Korrelationen) werden, wenn sie iiber-
haupt beriicksichtigt werden, als fiir alle Gruppen gleich angenommen,
dies gilt auch fiir das “Separationsverfahren” DA. Damit kann bei ent-
sprechenden Datensitzen eine Verletzung von 2.) eintreten.

Fiir alle vorgestellten Methoden gilt, daf} sie fiir den Anwender entweder
eine “black box” darstellen (PCA, CA, DA bei Programmpaketen) oder
aber mit extremen Aufwand (direkter Vergleich) verbunden sind. Beides
widerspricht auch der Forderung 4.).

Bisher gestattet nur der direkte Vergleich der Daten eine Einbeziehung
der Mefprizision, bei allen anderen Verfahren wird — da sie nicht fiir
diesen Zweck entwickelt sind — nicht zwischen Mefiprizision und gesamter
Innergruppenvarianz Syy unterschieden.

Im restlichen Teil dieser Arbeit wird eine Alternative entwickelt, die nicht
nur aller geschilderten Nachteile entbehrt, sondern auch noch weitere insbeson-

dere fiir die Herkunftsbestimmung von Keramik wiinschenswerte Eigenschaften

hat.
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Kapitel I1I

Filter

Nach den Bemerkungen am Schluf des vorangegangenen Kapitels ist klar, dafl
von keiner der etablierten Methoden die bei der Klassifizierung von Keramik
auftretenden Schwierigkeiten alle erfafit werden. Speziell die spezifischen Proble-
me von Multielementdaten archiologisch relevanter Keramik (Nulldaten, Wach-
sen des Datensatzes mit der Zeit) kénnen nur beim direkten Vergleich gehand-
habt werden. In diesem Kapitel wird die Erweiterung der Methode des direkten
Vergleiches zu den “Filterverfahren” beschrieben. Wie sich zeigen wird, sind
dies naheliegende, aber dennoch erst in den letzten Jahren teilweise akzep-
tierte Verfahren, die in der Regel nichts anderes sind als die Ubertragung des
bekannten y%-Anpassungstests auf Multielementdaten. Die Zuweisung von Ein-
zelproben zu Gruppen auf dieser Basis liefert dann im niichsten Kapitel auch
eine Methode zur Gruppierung von Kinzelproben anhand der MeBunsicherhei-
ten ihrer Konzentrationswerte. In einem gesonderten Abschnitt wird noch auf
die Verwandtschaft dieser Verfahren mit der Diskriminanzanalyse und deren
Filtereigenschaften eingegangen.

II1.1 Prinzip

Mathematische Filtermethoden arbeiten nach dem Prinzip, daff die Einzelwer-
te aller Proben eines Datensatzes gegen ein bekanntes Konzentrationsmuster
(z. B. die Mittelwerte und Streuungen einer bereits etablierten Referenzgruppe)
auf ihre Ubereinstimmung mit diesem Muster getestet werden. Anhand eines
oder mehrerer statistischer Kriterien wird fiir jede Einzelprobe entschieden, ob
sie mit diesem Muster iibereinstimmt oder nicht. Ist Ubereinstimmung gegeben,
so ist die Herkunft dieser Probe die gleiche wie die des Referenzmaterials®, an-
sonsten wird diese Hypothese zunichst verworfen. Dem Referenzmuster gleiche
Proben werden also aus der Datenbank “ausgefiltert”. Der Filtervorgang wird
vom Computer iibernommen und ist so nichts anderes als der mechanisierte
direkte Vergleich der Daten des letzten Kapitels.

Dennoch wurde das erste explizite Filterverfahren fiir die Herkunftsbestim-
mung erst 1981 vorgeschlagen [Mom&81]. Erweiterungen beziiglich systemati-
scher Fehler und datenspezifischer Probleme wurden 1988 ([Mom88], wird im
Kapitel V diskutiert) vorgestellt. Bereits 1976 wurde das Prinzip des multi-
variaten Filters iiber die Korrelationen zwischen den chemischen Elementen
beriicksichtigende Mahalanobis-Distanz (siehe unten) zur Untersuchung fragli-

"Hier sei noch einmal auf die zugrundeliegende Annahme hingewiesen, daB es keine unter-
schiedlichen Herkunftsorte mit gleichem Referenzmuster gibt. Die Ungiiltigkeit dieser Hypo-
these wiirde die gesamte naturwissenschaftliche Herkunftsbestimmung in Frage stellen.
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cher Mitglieder einer Gruppe eingesetzt [Say76]. Die Anwendung als Filter fiir
groBe Datenbanken ist aber erst seit 1991 [Har91] bekannt.

II1.2 y?-Verteilungen

Dieser Abschnitt faBt die wesentlichen Merkmale von y?-Verteilungen zusam-
men, da sie im folgenden eine zentrale Rolle spielen werden. Ausfiihrlichere
Beschreibungen mit allen Eigenschaften finden sich in den meisten Grundla-
genwerken iiber Statistik, z. B. in [Abr72] [Bra81] [Ead71].

1. Seien X4y,..., X,, unabhingige, standardnormalverteilte Variablen (d.h.,
mit Mittelwert 0 und Streuung 1). Die Verteilung der Quadratsumme

m
X =Y X7,
=1

die auf sehr vielen Stichproben von je einem X; bis X,, basiert, heifit
x2-Verteilung mit m Freiheitsgraden, abgekiirzt y?2, .

2. Der Erwartungswert der y?2,-Verteilung ist m, die Varianz (Quadrat der
Streuung) 2m.

3. Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist gegeben durch [Mar79]

10) = St e (1m.1)

dabei ist e die Exponentialfunktion und I' die Gammafunktion (verallge-
meinerte Fakultit, I'(z) = [ "~ e~!dt).

Durch Subtraktion des Mittelwertes und Division durch die Streuung kann jede

normalverteilte GréBe in die Standardnormalverteilung transformiert werden.
2

_1 (z—?)

Fiir eindimensionale Normalverteilungen konst.xe 2 o2  ist die x*-
Verteilung demnach (bis auf den Faktor —1/2) die Verteilung des Exponen-
ten. Dies gilt auch fiir mehrdimensionale Normalverteilungen: Ist A/ (X, S) eine

m-dimensionale Normalverteilung mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

1 1ty _ovq—1(y_=
— -5 (X-X)87(x-%) I11.2

so ist ¥(x — X)S™1(x — X) x%-verteilt mit m Freiheitsgraden. Wenn S nicht
verschwindende Nebendiagonalelemente enthilt, sind die einzelnen Variablen
x; nicht voneinander unabhingig, sondern korreliert. Die einfache Summe
m ——\2
Z (z; — )
2
9

i=1

folgt dann keiner y2-Verteilung.
In den Naturwissenschaften ist eine bekannte Anwendung der y2-Verteilung
der “y?-Test” (z. B. [Bra81]). Wird ein hypothetischer Funktionsverlauf y(z)
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durch m voneinander unabhingige Mefipaare (z;,y;) getestet und existiert in
der abhéngigen Variablen der Mefifehler o, , so sollten die Werte z; = (y(z;) —
y;)?/(0y,)* normalverteilt sein mit Mittelwert 0 und Streuung 1 (die gesamte
Abweichung vom angenommenen Funktionsverlauf wird durch die Mefifehler
erkldrt). Die Summe 7 = 3" z; wird damit als Stichprobe aus einer x%-Verteilung
mit m oder — falls k¥ Parameter der Funktion y(z) aus den Mefiwerten geschitzt
wurden — mit m — k Parametern betrachtet. Da nun

a= /ZOO fxz)dx2, (111.3)

die prozentuale Wahrscheinlichkeit liefert, wie oft eine aus einer idealen
Standardnormalverteilung entnommene Stichprobe den Wert 7 iiberschreitet,
kénnen Riickschliisse darauf gezogen werden, ob die Abweichung der Daten
von der angenommenen Kurve tatsichlich von den Meffehlern erklirt wird
(z. B. @ > 0.2) oder entweder die angenommene Funktion y(z) falsch oder die
MefBfehler zu klein sind (o < 0.05). Feste Gréflen oy werden als Irrtumswahr-
scheinlichkeit bezeichnet: verwirft man die angenommene Hypothese (hier den
funktionalen Verlauf) bei Werten von a < ayg, so fiihrt auch der ag-te Teil aller
aus einer idealen Standardnormalverteilung genommenen Stichproben (zu Un-
recht) zum Verwerfen der Hypothese. Die untere Integralgrenze in (I111.3) wird
oft als an;a geschrieben. Damit wird der Wert der y?2 -Verteilung bezeichnet,
bei dem die Irrtumswahrscheinlichkeit gerade o ist.

Um in der praktischen Anwendung nicht jedes Mal das Integral der Ver-
teilungsfunktion berechnen zu miissen und aufierdem von der Anzahl der Frei-
heitsgrade unabhingig zu sein, findet eine vereinfachte Form des y?-Tests Ver-
wendung: der erhaltene Wert Z wird durch die Anzahl m der Freiheitsgrade
dividiert. Da der Erwartungswert der xZ-Verteilung m ist, sollte Z/m einen
Wert nahe 1 liefern. Bei Werten von Z/m > 2 wird die angenommene Hypo-
these im allgemeinen verworfen. Die Streuung der “reduzierten y2-Verteilung”
X2, /m ist \/2/m. Dies fiihrt dazu, daB bei sehr vielen Freiheitsgraden auch alle
Werte, die wesentlich kleiner als 1 sind, kritisch iiberpriift werden miissen: kann
doch eine Uberschiitzung der MeBfehler vorliegen. Bei nur wenigen Freiheits-
graden hingegen kann wegen der Asymmetrie der Verteilung nicht der Schlufl
gezogen werden, dafl oberhalb der 26-Umgebung nur 1/2 - 5% der Z/m liegen
diirfen. Erst ab m a 30 kann die yZ -Verteilung durch eine Normalverteilung
angenidhert werden.

IT1.3 Varianz-Kovarianz-Filter

I11.3.1 Der einfachste Fall

Nach den Ausfiihrungen des letzten Abschnittes ist die Konstruktion eines Fil-
ters, um auf einer Datenbank gleiche Proben zu einer Referenzgruppe zu finden,
einfach. Jede gemessene chemische Elementkonzentration wird als unabhingige
Variable betrachtet, bei m gemessenen Elementen stehen also m Variablen zur
Verfiigung. Die Hypothese lautet “Gruppenzugehorigkeit”, der “Meffehler” ist

52



die Gruppenstreuung. Getestet wird jeder Probenkonzentrationsvektor x ge-
gen den Gruppenmittelwertsvektor y, der Vektor der Streuungen ist mit o,
bezeichnet. . ,
.
Brore. = Y0 W20 (1.4
=1 7

ist fiir der Gruppe zuzuordnende Proben y%-verteilt mit m Freiheitsgraden. Ist
der Wert von df; , . wesentlich grofier als der durch irgendeine Irrtumswahr-
scheinlichkeit Vor’gegebene7 so wird die Hypothese der Gruppenzugehérigkeit
verworfen (“die Probe fillt durch den Filter hindurch”).

Eine Datentransformation ist nicht erforderlich. Nulldaten kénnen gehand-
habt werden, indem die entsprechende Elementkonzentration einfach nicht mit
summiert wird, die Anzahl der Freiheitsgrade verringert sich dann um eins. Ei-
ne Zuordnung anhand des direkten Datenvergleichs (sieche Abschnitt 11.4) ist
nicht mehr als eine Durchfiihrung dieser Prozedur von Hand. Das Verfahren
hat allerdings zwei Nachteile: Fiir die Giiltigkeit des y?-Tests muf} erstens die
Annahme einer Normalverteilung gerechtfertigt sein. Dies ist bei Keramikgrup-
pen weder von vornherein klar noch durch irgend etwas impliziert. Allerdings
zeigen Untersuchungen an in Bonn, Jerusalem und Berkeley gemessenen Pro-
ben, daf bei geniigender Prézision die Annahme einer Normalverteilung fiir die
Konzentrationswerte eines Elementes in einer Gruppe durchaus gerechtfertigt
ist [Bei91]. Weiter unten im Abschnitt I11.5 werden praktische Modifikationen
der y2-Filterung aufgezeigt, die das Problem weitgehend entschirfen.

Zweitens miissen die Summanden in (I11.4) unabhingig voneinander sein.
Fiir Elemente, die das gleiche geochemische Verhalten zeigen, ist dies nicht not-
wendigerweise richtig (siehe Abschnitt I1.5). Aus diesem Grund wird manch-
mal vor Gruppierungsverfahren auf dieser Basis gewarnt [Har76] [Pol86]. Der
ndchste Abschnitt weiter unten zeigt eine Erweiterung auf.

Bevor jedoch die Korrelationen beriicksichtigende Form von (I11.4) disku-
tiert wird, wird noch auf eine insbesondere von Perlman und seinen Schiilern
schon lange verwendete Form hingewiesen, deren Grundgedanke der gleiche ist
wie der in (II1.4). Eine detaillierte Beschreibung des Verfahrens (mit Anwen-
dung) findet sich bei [Far77].

Anstatt den y*-Test mit (I1L.4) explizit durchzufiihren, wird gepriift, ob
die auf die Streuung normierten Abweichungen (z; — y;)/0,, der Konzentrati-
onswerte innerhalb der durch eine Normalverteilung vorgegebenen Schranken
liegen. Demnach sollten fiir 2/3 aller Elemente diese Abweichungen < 1, fiir
19/20 < 2 und fiir den Rest zumindest nicht gréfier als 3 sein. Im Gegensatz
zum Yy -Test ist diese Kontrolle auch véllig ohne weitere Statistikkenntnisse
durchfithrbar und damit einem gréferen Anwenderkreis zugdnglich. Dariiber
hinaus bietet sie die Moglichkeit, auch Proben, die iiber den x2-Test als Grup-
penmitglieder angesprochen werden, auf einzelne abweichende Elemente zu kon-
trollieren (sieche Abschnitt VIIL.2).
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I11.3.2 Die Mahalanobisdistanz

Ist Sy die (invertierbare) Varianz-Kovarianz-Matrix einer Verteilung mit Mit-
telwertsvektor y, so heifit

duly, %) ="y - %S5 (y - %) (LIL5)

die quadratische Mahalanobisdistanz zwischen x und der Verteilung mit Mittel-
wert y [Har76]. Ist die Verteilung eine Referenzgruppe von Keramikproben, so
sind die Mahalanobisdistanzen dieser Proben y%-verteilt mit m Freiheitsgra-
den. Fiir zuzuordnende Proben kann wieder ein y2-Test durchgefiihrt werden.
Im Gegensatz zum letzten Abschnitt werden hier Korrelationen beriicksichtigt,
andere Nachteile entstehen nicht, wenn die Matrix S bekannt ist.

Die letzte Forderung ist aber gerade bei der Herkunftsbestimmung von Ke-
ramik ein grofles Problem: oft ist die Menge der zu beprobenden Scherben durch
dufere Umstdnde begrenzt. Referenzgruppen bestehen oft aus weniger als 20
Proben. Bei 25 — 30 gut vermessenen und auch zum Gruppieren verwendeten
Elementkonzentrationen ist S dann notwendig singulir, S=1 existiert nicht. In
so einem Fall gibt es nur nicht vollig befriedigende heuristische Verfahren, auf
die in den spidteren Kapiteln noch eingegangen wird.

Fast ebenso problematisch sind Probenanzahlen, die nur um ein weniges
iiber der Anzahl der zur Klassifizierung benutzten chemischen Elemente liegen.
Insbesondere die Schitzung der Korrelationskoeffizienten ist mit einer fiir kleine
Probenmengen recht grofien Unsicherheit behaftet [Ken69]. Der x2-Test geht
von bekannten Mittelwerten und Kovarianzmatrizen aus, die ohne Unschirfe
bekannt sind. Es ist klar, dafl sich durch Unsicherheiten in diesen Gréflen die
x?-Statistik etwas verschiebt, und zwar umso mehr, je kleiner die Probenmenge
ist. Aus diesem Grund kann die Verteilung von (I11.5) insbesondere bei kleinen
Probenanzahlen stark von (I11.1) abweichen, die angenommenen quantitativen
Irrtumswahrscheinlichkeiten treffen dann nicht mehr zu.

I11.4 T2%-Verteilung und endliche Probenmengen

Werden im m-dimensionalen Raum oft n + 1 Proben einer Grundgesamtheit
N (%, S) entnommen und daraus Mittelwertsvektor X und Kovarianzmatrix S
berechnet, so heifit die Verteilung der Grofle

tHx —x)871(x - %) (111.6)

Hotelling’s T?- oder einfach 12-Verteilung mit Freiheitsgraden m und n, ge-
schrieben als T2%(m, n) [Mar79]. Oft wird statt (I11.6) n*(X — %)S~1 (X — %) an-
gegeben. In der Archdometrie [Har76] und auch in dieser Arbeit wird jedoch
allgemein (I11.6) verwendet. Fiir n — oo geht 7% in die x*-Verteilung iiber:

lim T%(m,n) = x2

n—oo m

Fiir m = 1 ist \/T?(1, n) die Student’sche t-Verteilung mit n Freiheitsgraden.
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Die T2-Verteilung ist eng mit der I'-Verteilung verwandt, die die Gleichheit
von aus Stichproben ermittelten Streuungen testet [Bra81]. Es gilt [Mar79]:

mn
Fm,n—m+1 (IH?)

™ (m,n) = ———

n—m-+1
Statt der Irrtumswahrscheinlichkeit der y2-Verteilung kann nun der entspre-
chende Wert fiir die T%-Verteilung berechnet werden. Fiir groie Probenmengen
weichen die beiden Werte nicht zu sehr voneinander ab, wie in den Abbildungen
[II.1 und 111.2 gezeigt wird. Fiir Referenzgruppen, die nur aus einigen wenigen
Proben bestehen, sind die Unterschiede allerdings sehr deutlich.

Dies 148t sich anschaulich mit der Menge und Unsicherheit der zu schitzen-
den Parameter begriinden. Im Falle von aus den Daten zu ermittelnden Korrela-
tionen betrdgt die Anzahl der fiir die Kovarianzmatrix zu schdtzenden Parame-
ter (m+1)-m/2, fiir die Mittelwerte kommen noch m weitere dazu. Insbesondere
die Schitzungen der Korrelationskoeffizienten sind fiir Probenanzahlen kleiner
als 50 nicht verldBlich. [Ken69] gibt die exakte Verteilungsfunktion der geschitz-
ten r fiir eine n Wertepaare umfassende Stichprobe, die aus einer Grundge-
samtheit mit dem Korrelationskoeffizienten p entnommen ist, an?. Anschaulich
ist die Verteilung der ermittelten Korrelationskoeffizienten fiir Stichproben aus
einer nicht korrelierten Grundgesamtheit (sieche Abbildung I11.3). Wenn in Be-
tracht gezogen wird, dal jeder der (m — 1) - m/2 Korrelationskoeffizienten eine
derartige Unsicherheit aufweist, werden die in den Abbildungen I11.1 und 111.2
gezeigten Werte verstdndlich.

Das Problem der endlichen Probenmenge tritt — wenn auch abgeschwicht
— auch fiir den iiber (II1.4) definierten Filter ohne Beriicksichtigung von Kor-
relationen auf. Bei der Abschitzung des dabei entstehenden Fehlers gegen die
x?*-Verteilung ergibt sich das Problem, daf die exakte Verteilung von (111.4) fiir
aus endlichen Probenanzahlen geschitzten Streuungen eine Summe von Fy ,-
verteilten GréBen darstellt, die analytisch nur schwer anzugeben ist®. Da die
Frage im folgenden keine Rolle mehr spielen wird, wurde auf eine exakte Be-
rechnung der Verteilungsfunktion der Summe von m F) ,-verteilten Gréfien
verzichtet. Die entsprechenden Kurven in den Abbildungen I11.1 und II1.2 wur-
den erzeugt, indem die entsprechende Wahrscheinlichkeitsdichte aus 300000 un-
abhingigen Stichproben zu festen Werten von X und o geschitzt wurde. Dies
geniigt, um einen Eindruck iiber die entsprechenden Kurvernverliufe zu gewin-
nen. Es mufl aber betont werden, dafl die entsprechenden Verteilungen nur in
dieser Arbeit mit dem Begriff “T'2 fiir unkorrelierte Daten” belegt werden, um
die Zusammenhinge zu verdeutlichen. Der Begriff selbst ist nicht feststehend
und aufler in diesem Zusammenhang auch eher irrefithrend.

Durch das Wegfallen der Unsicherheit in den Korrelationskoeffizienten, was
dem Schitzen von nur noch 2m Parametern (Mittelwerte und Streuungen)
entspricht, geschieht die Anniherung an die y?-Verteilung bereits bei we-
sentlich kleineren Probenanzahlen. Besteht Grund zu der Annahme, Elemente

?Im zitierten Werk, Seite 387, Formel 16.61

®Die meisten Werke, die sich mit der F-Verteilung beschéftigen, z. B. [Bra81] [Ead71]
[Ken69], geben — wenn iiberhaupt — eine charakteristische Funktion (Fourier-Transformierte
der Wahrscheinlichkeitsdichte, damit kénnen Summen und Faltungen von Verteilungen einfa-
cher berechnet werden) nur fiir z = 1/2In F an.
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Abbildung I11.1: Probenanzahl und Irrtumswahrscheinlichkeit
Angegeben ist die Irrtumswahrscheinlichlichkeit fiir die T2-Statistik in % fiir
den festen Wert der Mahalanobisdistanz vom Gruppenmittelpunkt, der einer
Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% bei der y?-Statistik entspricht. Dargestellt
sind die Werte fiir mn = 3, 10 und 25 Elemente (= Dimensionen im Hyperraum)
und bis zu 1000 Proben. Die durchgezogenen Kurven sind dabei die Werte bei
Beriicksichtigung von Korrelationen zwischen den Variablen, also unter Verwen-
dung von (I1L.5), die von der im Text beschriebenen 7*(m, n)-Statistik fiir m
Elemente und n Proben (bzw. n+1 bei zusétzlicher Berechnung des Mittelwer-
tes aus den Probendaten) geliefert werden.

Die gestrichelten Kurven zeigen die Irrtumswahrscheinlichkeit fiir sicher un-
korrelierte Daten. Dies entspricht der Berechnung der Mahalanobisdistanz mit
(I11.4) ohne Beriicksichtigung von Nebendiagonalelementen in der Varianz-
Kovarianz-Matrix. Diese Kurven wurden mit einer Monte-Carlo-Methode be-
rechnet (300000 Datensitze pro Punkt), da eine Statistik dafiir nicht bekannt
ist (siehe Text).

Insbesondere die Kurven fiir die gesamte Varianz-Kovarianz-Matrix zeigen, daf§
fiir in der Multielementanalyse typische Variablenanzahlen (25 Elemente) auch
eine Probenmenge, die dem Drei- bis Vierfachen der Elementanzahl entspricht,
die Unsicherheiten in der Definition der Form der aus den Proben gebildeten
Gruppen so grof3 sind, daf die T%-Irrtumswahrscheinlichkeiten statt bei 5% iiber
30% liegen. Fiir Probenanzahlen, die kleiner als die Elementanzahl sind, ist die
Varianz-Kovarianz-Matrix nicht invertierbar und damit weder die Mahalano-
bisdistanz noch das T? definiert.

Wird Korrelation 0 vorausgesetzt, entspricht dies — abgesehen von den Streu-
ungen — bereits bekannten Matrixelementen. Damit wird auch fiir kleine Pro-
benmengen die Schitzung stabiler, die Irrtumswahrscheinlichkeit kleiner und
die Anniherung an die y?-Verteilung geschieht rascher. Selbst fiir m = n = 25
ist die Irrtumswahrscheinlichkeit statt der 5% der y?-Verteilung nur etwa 10%.
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Abbildung I11.2: Verhiltnis der Werte von 7% und y? fiir 5% Irrtumswahrschein-
lichkeit.

Die Kurven entsprechen denen der Abbildung Il11.1. Fiir unkorrelierte Daten
decken sich die Werte fiir m = 10 und m = 25 bereits so sehr, daf§ die Kurve
fiir m = 10 nicht mit dargestellt wurde.

Das Verhiltnis der Werte von T2 und x? fiir gegebene Irrtumswahrscheinlichkeit
ist ein Ma#f fiir die durch endliche Probenmenge verdnderte “Porengréfie” bei
Filterverfahren. Soll mit der gleichen Irrtumswahrscheinlichkeit gefiltert wer-
den, so miissen beispielsweise fiir 3 Elemente und 10 Referenzproben noch
doppelt so hohe Werte der Mahalanobisdistanz (IIL.5) fiir eine Probe zuge-
lassen werden wie bei der y?-Verteilung. Ist die Anzahl der Proben nur un-
wesentlich grofler als die Anzahl der Elemente, so ist eine Referenzgruppe mit
ihrer Varianz-Kovarianz-Matrix sogar dermafien unsicher bestimmt, dafi noch
mehr als 10mal so hohe Werte bei gleicher Irrtumswahrscheinlichkeit auftreten
kénnen.

Auch hier wird die Abweichung von der y2-Statistik kleiner, wenn Korrelationen
vernachlissigt werden kénnen. Bereits fiir 4 Proben unterschreitet das Verhalt-
nis 72(5%)/x*(5%) den Wert 2, nahezu unabhiingig von der Elementanzahl.
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Abbildung 111.3: Unsicherheit bei der Ermittlung von Korrelationskoeffizienten
Das Bild zeigt die Werte von |r|, die von 50% bzw. 10% aller Stichproben vom
Umfang n noch iibertroffen werden, wenn die beiden Variablen der Grundge-
samtheit, aus der die Stichproben entnommen werden, unkorreliert sind. Fiir
eine Stichprobe von 30 Proben beispielsweise ist die Wahrscheinlichkeit 50%,
dafl der ermittelte Wert von |r| grofier als 0.13 ist, und immerhin noch 10%,
daf} er groBer als 0.3 ist. Da Umfénge von Referenzgruppen bei der Herkunfts-
bestimmung in dieser Gréflenordnung liegen, wird damit die Unsicherheit von
Korrelationskoeffizientenschdtzungen deutlich.

Die Kurven wurden ermittelt aus der fiir p = 0 (Korrelationskoeffizient der
Grundgesamtheit) 7%(1,n — 2)-verteilten GréBe (n — 2)r?/(1 — r?) [Brog&4].
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tatsdchlich als unkorreliert oder auch mit einem festen Korrelationskoeffizienten
ungleich 0 —das entspricht lediglich einer Drehung des Koordinatensystems — zu
betrachten, so entfillt dariiber hinaus auch das Schitzen von Nebendiagonal-
elementen fiir die Kovarianzmatrix. Damit ist diese Matrix auch invertierbar,
wenn n < m. In den Abbildungen I11.1 und I11.2 kénnen die entsprechenden
Kurven deshalb bis zu minimalen Probenanzahlen durchgezogen werden, was
sich bei Beriicksichtigung von geschitzten Korrelationen wegen der notwendigen
Invertierbarkeit der Kovarianzmatrix verbietet.

II1.5 Problemspezifische Uberlegungen

Die im letzten Abschnitt dargelegten Beziehungen zwischen x? und 7' sowie
das Problem der Korrelationen werden in der Abbildung I11.4 noch einmal deut-
lich. Am Beispiel der nur zweidimensionalen kiinstlichen Daten aus Abbildung
I1.1 ist der Effekt von kleinen Stichproben und der daraus folgenden Unsicher-
heit — ausgedriickt durch die Gréfie der T2(5%)-Umgebung um die Proben —
dargestellt. Ein Filter auf dieser Basis wiirde zwar alle Proben der “Grundge-
samtheit” als dhnlich klassifizieren, aber auch die meisten der benachbarten,
bereits mit der einfachen zweidimensionalen Darstellung der Abbildung 11.1
deutlich getrennten zweiten Gruppe. Umgekehrt kann die endliche Probenmen-
ge vernachlissigt und statt des 7%- wieder der bereits in Abschnitt 111.3 vor-
geschlagene y2-Filter verwendet werden. Der Bereich der Proben selbst wird
gerade bei kleinen Probenmengen von jedem y2-Filter mit einer sinnvollen Irr-
tumswahrscheinlichkeit als “Porengréfie” immer umschlossen®. Allerdings kann
der grofite Teil der Grundgesamtheit, aus der die Proben entnommen sind, bei
diesem Filter ausgeschlossen werden (linker Teil der Abbildung). Wiirde eine
Referenzgruppe also nur aus den vier Proben im linken Teil des Bildes be-
stehen und kdme bei einer spiteren Erginzung des Datensatzes eine einzelne
weitere Probe dieser Grundgesamtheit hinzu, die auBerhalb der gewihlten y?*-
Umgebung liegt, so wiirde sie — filschlich — als nicht klassifizierter Ausreifier
angesehen. Umgekehrt wiirde bei Hinzunehmen von Proben aus der anderen
Grundgesamtheit auf der Basis des 7?-Filters der Unterschied zwischen den
beiden Gruppen zunichst verwischt.

Der Unterschied ist nicht ganz so kraf}, wenn die Korrelation zwischen den
Elementen vernachlissigt wird. Die Unsicherheit der Korrelationsbestimmung
durch kleine Probenmengen wird im linken Bild noch einmal deutlich: statt der
positiven Korrelation der Grundgesamtheit wird fiir die Stichprobe eine fast
ebenso grofie negative Korrelation bestimmt. Bei Annahme von véllig unkorre-
lierten Daten deckt sich die x%(5%)-Umgebung besser mit der Grundgesamtheit
als bei Beriicksichtigung der Korrelationen.

Insgesamt macht das linke Beispiel deutlich, da Korrelationen bei klei-
nen Probenmengen ihren Sinn verlieren kénnen, da sie zu unsicher bestimmt
sind. Die Verwendung eines 7?- oder y?-Filters hiingt dann vom Hauptziel der

*“Sinnvoll” heiBt hier: nicht groBer als 20%. Diese Grenze vertritt auch [Pol86]. In einer
Dimension wiirde eine Irrtumswahrscheinlichkeit von 32% als Grenze bereits alles auflerhalb
der 1o-Umgebung ausschlieflen!
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Abbildung I11.4: 2 Beispiele fiir Referenzgruppendefinitionen iiber Irrtumswahr-
scheinlichkeiten

Dargestellt sind die Auswirkungen bei unterschiedlicher Auswahl der Gruppen-
zugehorigkeitskriterien. Als Beispiel dienen die nur zweidimensionalen Daten
aus der rechten Spalte der Abbildung I1.1. Aus der oberen linken Gruppe die-
ser Abbildung wurden zufillig zweimal (linkes und rechtes Bild) vier Proben
ausgewidhlt und damit Mittelwert und Kovarianz berechnet. Dies entspricht
den Freiheitsgraden m = 2 und n = 3 in der 7% Verteilung. Die ausgewihlten
Proben sind durch Sterne gekennzeichnet.

In den Bildern eingetragen ist jeweils die x?(5%)-Umgebung der urspriingli-
chen Gruppe (durchgezogene Linie), die der vier Proben (strichpunktiert) und
deren 7%(5%)-Umgebung (gepunktet). Die gestrichelten, mit ihren Hauptach-
sen parallel zu den Achsen liegenden Ellipsen geben die x%(5%)- (innen) und
1?(5%)-Umgebungen (aufen) bei als Null angenommenen Korrelationen an.
Der schattierte Bereich ist die x*(5%)-Umgebung der anderen Gruppe aus der
Abbildung 1I.1.

Wihrend die x*(5%)-Umgebung den Bereich der vier Proben recht eng um-
schlieBit, iiberdeckt die 7?(5%)-Umgebung einen wesentlich gréferen Bereich,
enthilt aber in beiden Fillen fast die gesamte urspriingliche Gruppe. Aller-
dings wird insbesondere im rechten Bild auch ein sehr grofler Bereich auflerhalb
davon iiberdeckt. In beiden Fillen fillt auch fast das gesamte Feld der zwei-
ten Gruppe in die T7%(5%)-Umgebung, so daf bei einer Filterung auch Proben
dieser Gruppe als “dhnlich” mit aussortiert werden.

Ahnlich sind die Verhiltnisse, wenn Korrelationen vernachlissigt werden. Je-
doch sind die Unterschiede zwischen x? und 7% nicht ganz so kraB, weil die
Annzherung der 7% an die y%-Verteilung bereits bei geringeren Probenanzah-
len erfolgt (siehe Abbildung I11.2). Im linken Bild ist die x?(5%)-Umgebung der
als unkorreliert angenommenen Probenpunkte das einzige nicht die benachbarte
Gruppe beriihrende Feld.

Man beachte, daB y?- und T2-Umgebungen stets konzentrische Ellipsen sind,
deren Verhéltnis der Quadrate der Hauptachsenlingen durch die Werte in Ab-
bildung 111.2 gegeben ist.
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Klassifikation ab: sollen alle zusammengehorigen Proben auch als zusammen-
gehorig klassifiziert werden, selbst auf die Gefahr hin, einige Ausreifiler mit zu
klassifizieren (Verwendung der 7'2-Statistik), oder sollen nur als wirklich &hn-
lich zur Referenzgruppe erkannte Proben zusammengefafit werden (Verwendung
der x%-Statistik). Dies kann zur Folge haben, daB einzelne Proben, die der glei-
chen Grundgesamtheit entstammen, als “nicht zugehé6rig” behandelt werden.
Im ersten Fall wird unter Umstinden beim Hinzukommen neuer Proben zum
Datensatz die Klassifizierung verfeinert, im zweiten durch “Wachsen” der Grup-
pen die urspriinglichen Ausreifier nach und nach hinzugenommen. Auch das Ziel
der Analyse wird die gewdhlte Methode bestimmen, und je mehr Proben zur
Verfiigung stehen, desto weniger unterscheiden sich die Filter. In [Har91] wird
bei der Demonstration der Filterverfahren die 72-Statistik auf der Basis von
etwa 50 bis 100 Proben und 15 Elementen verwendet. Allerdings ist bei die-
ser Probenanzahl der Unterschied der 5%-Grenzen nicht mehr allzu grof (siehe
Abbildung I11.2).

Der Nachteil der Filter mit festen Grenzen wird beseitigt, wenn bei der
Gruppierung direkt entschieden werden kann, welche Grenze am sinnvollsten
ist. Ist eine Referenzgruppe definiert und die Datenbank durch neue Proben,
die auf ihre Zugehorigkeit zu dieser Gruppe gepriift werden sollen, erweitert
worden, so gibt ein Histogramm aller d*-Werte, die aus den Formeln (I11.4)
oder (I11.5) erhalten werden, unter Umstinden einen Hinweis auf eine sinnvolle
Filtergr6Be. Dabei wird eine untere Grenze fiir die Gruppenzugehérigkeit in je-
dem Fall durch den grofiten quadratischen Abstand einer der Proben festgelegt,
die zur Definition der Referenzgruppe benutzt wurden. Kin Beispiel fiir dieses
Verfahren ist in der Abbildung I11.5 gegeben. Um Nulldaten fiir einzelne Pro-
ben handhaben zu kénnen, ist es sinnvoll, den normierten Wert d*/m =: d2 ,
statt d* darzustellen (siehe auch die Normierung von Ahnlichkeiten bei der
hierarchischen Clusteranalyse im Abschnitt 11.2.1). Fiir diese Proben stimmen
dann die eingezeichneten Irrtumswahrscheinlichkeiten nicht mehr ganz genau,
aber bei geniigend vielen Variablen ist der Unterschied gegen andere Effekte
vernachlissigbar. Fehlen fiir eine Probe mehrere Elemente, so sollte man sich
dieser Niherung zwar bewuft sein, die Grenzen der x2 . -Statistik variieren
aber fiir eine feste Irrtumswahrscheinlichkeit und variables m im betrachteten
Bereich nicht allzu sehr: fiir @ = 20 % von 1.2 (m = 30) bis 1.3 (m = 15), fiir
a =5 % von 1.5 bis 1.7 und fiir @« = 1% von 1.7 bis 2.1.

Um die mit der ungenauen Bestimmung der Korrelationskoeffizienten ver-
bundenen Probleme zu umgehen, ist es sinnvoll, die Filterung auch unter der
Annahme unkorrelierter Variablen durchzufiihren. Sind nur sehr kleine Refe-
renzgruppen etabliert, ist dies die einzig sinnvolle Méglichkeit, iiberhaupt Aus-
sagen zu erhalten. Abbildung III.6 gibt ein Beispiel mit dem bereits aus den
vorigen Kapitel bekannten Datensatz der Pingsdorfer Keramik bei einer Refe-
renzgruppe aus vier Proben unter Verwendung von 24 Elementen®.

Werden beim Filtern eines Datensatzes weitere zur Referenzgruppe gehorige

5Aus dem in Abschnitt 1.3 gegebenen Standardsatz von 25 FElementen wurde Sm weggelas-
sen, weil in der entsprechenden Mefireihe der Proben aus Pingsdorf eine Sm-Verunreinigung

festgestellt wurde. Uber das Verfahren zur Erkennung von Verunreinigungen siehe den Ab-
schnitt VIII.1.
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Abbildung I11.5: Filter als Histogramm

Fortfiihrung des rechten Beispiels aus Abbildung II1.4. Aufgetragen sind die
Probenanzahlen gegen die (auf die Elementanzahl m = 2 normierten) Werte
der quadratischen Mahalanobisdistanz (I11.5) von der durch die vier Proben de-
finierten Referenzgruppe fiir alle Proben aus der Abbildung II.1. Die Binbreite
betrigt 0.2. Die als Beispiel dargestellten Abschneidegrenzen zeigen noch einmal
den Unterschied zwischen x? und 7. Allerdings liefert hier das “Tal” zwischen
den sicher der Referenzgruppe zugehorigen Proben (dl%/[,red < 2) und dem zwei-
ten “Hiigel” (ab d,ﬁ/[’red > 4) einen Hinweis auf eine weitere Strukturierung der
Daten, deshalb ist es hier sinnvoll, die y2-Abschneidegrenze zu nehmen. Wiirde
es sich beim Datensatz nur um eine Punktwolke — unter Umstdnden mit einem
Halo von Ausreiflern umgeben — handeln, kénnte eine solche durch ein Tal von
der Referenzgruppe abgeteilte Struktur nicht erklirt werden.
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Abbildung III.6: Histogramm bei kleinen Referenzgruppen

Aus dem Pingsdorf-Keramik Datensatz wurden die vier Ofenwandungen aus
Langerwehe als Referenzgruppe vorgegeben. Da die Probenanzahl viel geringer
ist als die Elementanzahl (hier: 24), kénnen Korrelationen nicht beriicksichtigt
werden. Trotz der Unsicherheit der Referenzgruppendefinition féllt eine weitere
Probe — die Ofenwand aus Pingsdorf — sogar innerhalb der X§4;5% Umgebung,
wiahrend alle anderen Proben klar separiert sind. Dies ist ein wirkliches Bei-
spiel der Mustererkennung, denn die Vermutung, dafl entweder in den iiber 50
km entfernten Orten Langerwehe und Pingsdorf das gleiche Material zum Ver-
putzen der T6pferéfen verwendet wurde oder der in beiden Orten anstehende
LLehm die gleiche Elementzusammensetzung zeigt, ist anfinglich durch nichts
gerechtfertigt. (Eine weitere Erklirung konnte allerdings eine Verwechslung der
Proben, z. B. im Magazin des Rheinischen Landesmuseums, sein.)
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Abbildung III.7: Histogramm einer fast abgeschlossenen Gruppierung

Der gleiche Datensatz wie in I11.5, nachdem die Referenzgruppe anhand der
x%(5%)-Grenze erweitert worden ist. Zwar liegen 3 Proben der Referenzgruppe
auBerhalb der neuen x%(5%) Umgebung, aber bei 99 Proben ist das zu erwarten
(5% = 5 Proben!). Beeindruckender als die Abschneidegrenzen iiber 7% und x?
ist das Tal zwischen dﬁred =4 und d%/[,red = &. Eine derartige Verteilung der
d3; ..q-Werte fiihrt dazu, daf — unbeeinfluit von den 5%-Grenzen — auch die
cinzelne durch das schwarze Feld markierte Probe noch als zur Referenzgruppe
gehorig betrachtet wird.
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Proben entdeckt, so kann die aus allen alten und neuen Mitgliedern bestehende
Referenzgruppe neu berechnet und dann eine erneute Filterung des Datensatzes
vorgenommen werden. Dieses iterative Verfahren wird so lange wiederholt, bis
keine neuen Proben aus der Datenbank mehr gefunden werden, die noch in die
Referenzgruppe gehoren. Der Algorithmus kann flexibel auf einen mit der Zeit
wachsenden Datensatz reagieren und erfiillt damit den Punkt 4.) des ersten
Kapitels. Abbildung I11.7 zeigt den auf Abbildung I11.5 folgenden nichsten lte-
rationsschritt, der die endgiiltige Trennung der beiden Gruppen aus Abbildung
IT.1 liefert.

Die Darstellung durch Histogramme liefert also einen Einblick in die inne-
re Struktur eines Datensatzes und erlaubt das Festlegen einer sinnvollen Ab-
schneidegrenze. Dariiber hinaus liefert der optische Eindruck (insbesondere eine
Kante oder ein Tal) einen Hinweis auf einzuschlieBende oder auszugrenzende
Proben unabhingig von der y%-Statistik (bei der Darstellung der d12\/[7red—Werte
geht iiberhaupt keine Statistik mit ein), so daB die dem eigentlichen x*-Test zu-
grunde liegende Forderung normalverteilter Gr68en nicht unbedingt zuzutreffen
braucht.

Durch Iterieren kénnen innerhalb eines Datensatzes die Referenzgruppen
sehr schnell ergidnzt werden, was keine der im vorigen Kapitel beschriebenen Pa-
ketmethoden liefert. Allerdings ist zundchst eine vorgegebene Referenzgruppe
erforderlich. Um einen véllig unstrukturierten Datensatz ohne irgendwie vorge-
gebene Gruppen bearbeiten zu kénnen, werden im nichsten Kapitel Methoden
vorgestellt.

I11.6 Ein Flufldiagramm zum Filterverfahren

Am Ende dieser Ausfiihrungen wird der im letzten Abschnitt beschriebene ite-
rative Filteralgorithmus zur Zuweisung zu und Erweiterung von bestehenden
Referenzgruppen anhand eines Fluidiagrammes dargestellt (Abbildung IIL.8).

Ausgegangen wird von den Einzelproben eines Datensatzes und den bereits
irgendwie erhaltenen Referenzgruppen. Diese sind notwendig, um die fiir das
Filterprinzip unbedingt erforderlichen Streuungen zu erhalten. Sind gar keine
Referenzgruppen gegeben, so scheitert das bisher entwickelte Verfahren.

Bei vorhandenen Referenzgruppen werden diese nacheinander “abgearbei-
tet”. Mit je einer Gruppe wird der Datensatz gefiltert. Werden dabei Proben
innerhalb des Datensatzes gefunden, die als zur Gruppe zugehorig zu betrach-
ten sind, bisher aber nicht fiir die Berechnung von Mittelwert und Streuungen
bzw. Kovarianzen herangezogen wurden, so kénnen diese Werte unter Beriick-
sichtigung der neuen Mitglieder neu berechnet und erneut als Basis des Fil-
terverfahrens verwendet werden. Das kann sich so lange wiederholen, bis keine
neuen Proben des Datensatzes mehr als zugehorig erkannt werden. Diese bereits
im letzten Abschnitt beschriebene lterationsschleife ist durch den gestrichelten
Rahmen im Flufidiagramm eingeschlossen.

Erreicht die Iteration einen stabilen Punkt, weil keine neuen, auch noch zur
betrachteten Referenzgruppe zu zdhlenden Proben mehr hinzukommen oder
die Gruppenwerte aus sonstigen Griinden nicht mehr geidndert werden (siehe
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Abbildung 111.8: Fluidiagramm zur Referenzgruppenzuweisung durch Filter
Das gestrichelte Kistchen enthilt das eigentliche Filterverfahren. Eine ausfiihr-
liche Erliuterung findet sich im Text.
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unten), kann die Filterung fiir eine Referenzgruppe als abgeschlossen betrachtet
und die nichste Gruppe behandelt werden.

Proben, die auch nach dem Abarbeiten aller vorhandenen Referenzgruppen
noch keiner dieser Gruppen zugewiesen werden konnten, sind entweder Singles
innerhalb des Datensatzes, oder sie formen weitere Gruppen. Mit Sicherheit
aber gehdren sie nicht zu einer der vorhandenen Referenzgruppen.

Wihrend die Eintrige aulerhalb des gestrichelten Rahmens — des eigentli-
chen Filterprozesses — einfache Tatsachen oder Entscheidungen reprisentieren,
sind die durch die innerhalb dieses Rahmens stehenden Schritte beschriebenen
Sachverhalte recht komplex. Nach den Ausfiihrungen der letzten Abschnitte
bestehen sowohl fiir den Filterprozef als auch fiir die Entscheidung der Grup-
penzugehorigkeit mehrere Moglichkeiten, ndmlich die Beriicksichtigung oder
Nichtberiicksichtigung von Korrelationskoeffizienten oder die Entscheidung der
Gruppenzugehérigkeit auf der Basis der y?- oder 7?-Statistik oder auf einem
modifizierten y?-Histogramm-Verfahren, wie im letzten Abschnitt beschrieben.
In den nichsten Kapiteln werden weitere Modifikationen des Filtertyps vorge-
stellt.

Auch die Zuordnung von neuen Proben zu einer Referenzgruppe mufl nicht
notwendigerweise dazu fiithren, dafl deren Mittelwert und Streuung bzw. Ko-
varianz neu berechnet werden miissen oder kénnen. Wenn die Referenzgruppe
beispielsweise aus einem fremden Labor stammt und die Werte der Einzelpro-
ben dieser Gruppe nicht zuginglich sind, ist zwar eine Zuweisung von KEinzel-
proben zu dieser bestehenden Gruppe mdoglich, nicht aber eine Neuberechnung
des Gruppenmittelwertes. Auch bei aus eigenen Proben gebildeten Gruppen ist
es manchmal nicht sinnvoll, alle “passenden” Proben zur Berechnung von Mit-
telwert und Streuung auch tatsichlich zu verwenden. So kann es beispielsweise
sein, dafl zu Vergleichszwecken Referenzgruppen nur fundortbezogen gebildet
werden und andere passende Proben einer Datenbank zwar als dhnlich akzep-
tiert, aber nicht in der Mittelwertsbildung beriicksichtigt werden sollen. Weitere
Griinde, als dhnlich erkannte Proben nicht zu beriicksichtigen, werden in Kapi-
tel V111 diskutiert.

I11.7 Diskriminanzanalyse als Filter

Dieser Abschnitt fungiert als Anhang zu diesem Kapitel. Bereits in Abschnitt
I1.3 wurde auf die Zuweisungseigenschaften der Diskriminanzanalyse (DA) hin-
gewiesen. Hier soll (nur der Vollstindigkeit halber und in Kiirze) auf die Filter-
und die Trennungseigenschaften der DA eingegangen werden. Die Herleitungen
und ausfiihrlichere als die hier gegebenen Kommentare finden sich insbesondere
in [Ahr81], die mathematische Basis auch in [Mar79]. Bereits [Lam89] beschreibt
diese Eigenschaften.

Wird davon ausgegangen, daf sich die gesamte Gruppenseparation auf die
Hyperebene, die von den Gruppenmittelpunkten aufgespannt wird, projizieren
148t, reduziert sich die Variablenanzahl unter Umstidnden ganz betrichtlich.
Ist dariiber hinaus die (hier aber nicht allzu sinnvolle, sieche Abschnitt 11.3)
Annahme gleicher Innergruppenkovarianzmatrizen gerechtfertigt, so ist die (fiir
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alle etablierten Gruppen giiltige) Kovarianzmatrix Sy = 1/(n—k) W aus einer
recht grofien Anzahl n von Proben berechnet. Die T%-Statistik in Verbindung
mit dieser Matrix und der nur geringen Anzahl von & — 1 Freiheitsgraden wird
auf die kanonischen Variablen iibertragen, und d3;; (Formel 11.7) kann fiir einen
T?-Test auf Zugehorigkeit in die I-te von k& Gruppen verwendet werden, indem

n—k—(k-1)4+1 n ,
(n—k)(k—1) ng+1 %

(L1L.8)

mit den Quantilen der Fy_y ,_j_(r_1)4:-Verteilung verglichen wird. Aufgrund
der gewidhlten Irrtumswahrscheinlichkeit kann die Probe dann wieder akzeptiert
oder verworfen werden.

Ein Vergleich dieser Gleichung mit Formel (I11.7) ergibt, dafi statt der
Probenanzahl einer einzelnen zugrundeliegenden Gruppe hier die Gesamtpro-
benanzahl n, reduziert um die Gruppenanzahl (wegen der Berechnung von k
Mittelwerten aus den Proben fallen & Freiheitsgrade weg) als Anzahl der er-
sten Freiheitsgrade in die F-Verteilung eingeht und statt der m Elemente nur
noch die Variablenanzahl von k — 1 kanonischen Variablen als zweite wichtige
Grofle auftritt. Die Probleme der unsicher bestimmten Umgebungen iiber die
T2-Verteilungen fallen damit weg, allerdings um den Preis gleicher Kovarianz-
matrizen fiir alle Gruppen. Eine weitere Anderung ist der Faktor n;/(n; + 1).
Bei dem oben angefiihrten 72-Test wurde lediglich auf Gruppenzugehérigkeit
getestet, wihrend die Diskriminanzanalyse von der “Hypothese gleicher Mittel-
punktsvektoren” fiir die »; Proben umfassende Gruppe [ und die betrachtete
Einzelprobe (mit Kovarianzmatrix Syy im Unterschied zu oben) ausgeht. Die
Ableitung der Formel findet sich bei [Mar79], S.76, als “two-sample Hotelling
1% statistic”. [Ahr81] verwendet sowohl diesen wie auch den Test ohne den Fak-
tor fiir die Gruppenzugehorigkeit. In der Praxis mit n > 10 ist der Unterschied
ohnehin quantitativ gering.

Es ist vorstellbar, daB eine Probe durch den 7?-Test mit (I111.8) mehr als
einer Gruppe zugewiesen werden kann. Zwar wird man in diesem Fall die Pro-
be im allgemeinen der Gruppe zuweisen, zu der sie am n#chsten liegt, aber in
der Diskriminanzanalyse ist das Auftreten solcher Probleme fiir eine eindeutige
Klassifikation nicht erwiinscht. Ohne Ableitung wird hier auf [Lam89], S.73,
und [Ahr81], S.138 verwiesen. Die Trennung ist besser als bis zur Irrtumswahr-
scheinlichkeit « (also Proben, die besser zu einer Gruppe passen als durch diese
Irrtumswahrscheinlichkeit vorgegeben, passen nur noch zu einer Gruppe), wenn
fiir zwei Gruppen [y und [y gilt:

n—k—-(k-1)+1 B
(TL — k) (]C — 1)(7"[1 + rl2)2t(z11 o Z]Z)(le - zlz) = (”Ig)

(TL — k)(k — 1)(”1 T rl2)2 (yll - ylz)SVV (yl]_ - ylz) > Fk—l,n—k—(k—1)+1;a .

Dabei ist r;; = y/(n, + 1)/ny,. Man beachte, daB die Gesamtdistanz zwischen
zwei Gruppenmitten in den urspriinglichen Koordinaten in Einheiten der Inner-
gruppenkovarianzmatrix die gleiche ist wie in den kanonischen Variablen, wie
es nach Konstruktion (Abschnitt 11.3) auch sein mu8.
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Die Diskriminanzanalyse erlaubt noch weitere Tests, wie den der Hypothese
der Gleichheit zweier bestimmter oder irgendwelcher zweier Mittelpunktsvekto-
ren von Gruppen (z. B. [Lam89], S. 72, oder [Ahr81], S. 104 fF). Diese Tests sind
interessant, wenn fiir bereits klassifizierte Gréflen die Signifikanz der Trennung
anhand vermessener Merkmale getestet werden soll®. Bei der Herkunftsbestim-
mung wird man aber im allgemeinen bereits von einigermaflen getrennten Grup-
pen ausgehen. Kin solcher Test ist daher nur interessant, wenn nachgewiesen
werden soll, dal zwei verschiedene Referenzmuster tatsdchlich nicht signifikant
verschieden sind”. Um zwei feste Gruppen [; und I, auf die Ungleichheit ihrer
Mittelpunktsvektoren bei m gemessenen Elementen zu testen, wird ([Ahr81],
Formel 7.21)

n—k—-—m+1 n,n,

=) m, + (Y1, = ¥1,)Sw (V1 —¥1,) =t Fiy iy (LL.10)
mit Fy, n—g—m+1 verglichen. Die entsprechende Irrtumswahrscheinlichkeit kenn-
zeichnet den Anteil gleicher Mittelpunktsvektoren, die diesen Wert bei den ge-
gebenen Freiheitsgraden iiberschreiten wiirden. Ist sie klein genug, kann die
Hypothese gleicher Mitten verworfen werden.

Zwar kénnen mit diesem Test je zwei Gruppen auf Ungleichheit getestet
werden, doch kann aus der paarweisen Ungleichheit aller Mitten nicht gefolgert
werden, dafl auch insgesamt alle Mitten verschieden sind. Der hierzu gehérige
“simultane” Test ist (in seiner verfeinerten Form, [Ahr81], Formel 7.26, diese
wird von [Lam89] verwendet) der folgende. Berechnet wird

i n—k—m-—1 92 g [
MmNy 1o, 1 #L, ((n—k—m—l—l)(k—l) g2 — 2 l1,l2 ) ( '1])
Dieser Wert wird mit den Quantilen von F}, ., verglichen, die angeben, wie viele
Stichproben mit gleichen Mitten diesen Wert iiberschreiten. g; und g¢o sind die
(unter Umsténden nicht ganzzahligen) Freiheitsgrade des simultanen Tests, die
bei seiner verfeinerten Form berechnet werden nach [Ahr81], Formeln 7.16 bis
719: Fallsn—(k—=1)m—-2>0:

(k=1m(n—k—m)

no= n—(k—=1)m-=2

g2 = n_k_m+1
Sonst:

g1 = o0

g = n—k—m+41-—

m—k-m-1)(n—k-m-=3)(n—(k—1)m —2)
(mn—k—-1)(n—m—2)

Beispiel: Kann durch die MeBwerte Linge, Radstand und Lenkraddurchmesser die Klasse
der roten von der der blauen Autos signifikant getrennt werden? Hier ergibt ein Test auf die
Gruppenmitten wahrscheinlich das Resultat “gleich”.

"Denkbar sind Interlaborvergleiche der gleichen Referenzgruppe oder die gleiche Referenz-
gruppe in den Daten verschiedener, bei der Gruppierung nicht gleichzeitig untersuchter Orte.
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Die Summe der von Null verschiedenen Eigenwerte von W~1B wird auch als
“multivariates TrennmaB” T2 bezeichnet. Diese Summe, noch mit der Anzahl
der Gruppen multipliziert, heifit bei [Lam89] und [Ahr81] “Normiertes Trenn-
maf”. Bereits die Bezeichnung impliziert, daf es sich um eine 7*-verteilte Grofie
handelt, die zum Test der Hypothese “Alle Gruppenmittelwerte sind gleich”
herangezogen werden kann. Ungliicklicherweise ist im Gegensatz zu den im Ab-
schnitt 111.4 angefiihrten 7%-verteilten Skalarprodukten hier die Spur eines Ma-
trixproduktes die betrachtete Gréfle, was zur Folge hat, dafl die entsprechende
Verteilung nur ungenau bekannt ist [Ahr81]. Dies ist die Folge des zusitzlichen
Ireiheitsgrades “Gruppenanzahl”, der durch die Matrix B ausgedriickt wird®.
Niherungsformeln fiir einge Félle werden bei [Ahr81] zitiert. Der dort vorge-
schlagene “verfeinerte Test” ([Ahr81] Formel 7.15) vergleicht

n—k—m-—1 g

2
(= (L11.12)

mit F, o,
heitsgrade wie oben.

Die angefiihrten Tests werden bei der Gruppenseparation fiir die Herkunfts-
analyse selten verwendet. Hier sind eher M&glichkeiten der Diskriminierung

durch einzelne Elemente gefragt, die — wie das geschilderte Histogrammverfah-

und den entsprechenden Quantilen, g; und ¢, sind dabei die Frei-

ren auch —ohne allzu grofien statistischen Aufwand und insbesondere ohne die in
der Diskriminanzanalyse enthaltenen Voraussetzungen der gleichen Innergrup-
penkovarianzmatrix und der implizierten Normalverteilung (fiir die meisten der
hier geschilderten Tests) auskommen. Oft wird — wie beim direkten Vergleich —
die Diskrimination direkt iiber die Werte einzelner Elemente durchgefiihrt, wie
im Kapitel VIII noch diskutiert wird.

®Hinter dieser Unsicherheit verbirgt sich mathematisch das gleiche Problem wie in den
Abbildungen 111.1 und 111.2 bei der Berechnung der “72-Statistik bei Korrelation 07: die
Quantile der Summe fiir mehrere unabhiingig voneinander TZ?-verteilte GréBen sind nicht

bekannt.
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Kapitel IV
Prazision

Die Prézision oder Reproduzierbarkeit einer Messung liefert fiir Multielement-
daten eine untere Grenze der I'rennung nach chemischen Fingerabdriicken. Un-
terscheiden sich zwei Konzentrationsvektoren nur in der Gréfenordnung der
Meffehler, miissen sie als gleich angesehen werden. Darauf kann eine erste Grup-
pierung der Daten aufgebaut werden, wie im ersten Abschnitt dieses Kapitels
gezeigt wird. In den folgenden Abschnitten wird auf die Beriicksichtigung von
MefBunsicherheiten bei der Zuweisung von Einzelscherben zu Referenzgruppen
und die Ermittlung der Referenzgruppenmittelwerte bei Vorhandensein stark
unterschiedlicher Mefifehler eingegangen. Das gewdhnliche “gewichtete Mittel”
stellt hier eine nicht ausreichende Niherung dar. Die Gesamtstreuungen inner-
halb einer Referenzgruppe werden namlich nicht allein durch die statistischen
Zihlratenfehler bei der Datenaufnahme, sondern mehr noch durch Inhomoge-
nitdten innerhalb der verwendeten Rohmaterialien beeinflult. Am Ende des
Kapitels wird dann in einer Zusammenfassung die Erweiterung der Filtergrup-
pierung als geschlossenes Verfahren dargestellt.

IV.1 Mefifehler als Grundlage der Gruppierung

Wiéhrend Gruppen auf der im letzten Kapitel geschilderten Basis sehr wohl er-
weitert werden kénnen, ist ein Start der Gruppierung mit Kinzelproben zunichst
nicht méglich. Der Grund dafiir ist, da§ die Skalierung der Konzentrationsdif-
ferenzen in Einheiten der Gruppenstreuung in den Formeln (I11.4) und (I11.5)
innerhalb eines Datensatzes erst die signifikanten Variablen (o klein gegen die
Differenz der Konzentrationswerte verschiedener Referenzgruppen) gegeniiber
den weniger signifikanten (o grof gegen die Differenz der Konzentrationswerte,
damit kein wesentlicher Beitrag zu den Summen iiber alle Elemente) hervor-
hebt. Letztendlich ist auch die PCA (vgl. Abschnitt 11.1.2) nichts anderes als
ein Versuch, diese signifikanten Variablen zu bestimmen — allerdings auf der Ba-
sis der Streuung des Gesamtdatensatzes und nicht der Innergruppenstreuungen
wie hier.

Eine Skalierung fiir einen noch nicht vorgruppierten Datensatz kann dem-
nach nur vermutet werden, indem die “typischen Streuungen” (und Korrelatio-
nen) aus bereits bekannten Datensitzen verwendet werden. Diese haben aber im
allgemeinen nicht nur eine grofle Schwankungsbreite, auch datensatzspezifische
Probleme kénnen dabei vollig aufler acht gelassen werden. So ist zum Beispiel
Kobalt bei NAA-Daten ein fiir die Gruppierung in der Regel auflerordentlich
brauchbares Element mit kleiner Streuung von weniger als 10 % des Mittelwer-
tes. Sind aber in einem Datensatz neuzeitliche bemalte Scherben enthalten, so
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ist die Blaufdrbung oft durch Kobalt hervorgerufen. Allein die unterschiedliche
Kontamination des Gefiafikérpers mit Kobalt macht den Wert dabei unbrauch-
bar oder setzt innerhalb einer Referenzgruppe die Streuungen stark herauf (bis
auf iiber 50 %). Da diese Kontamination in Topfereiwerkstitten auch nicht be-
malte Stiicke betreffen kann und es nicht von vornherein klar ist, ob in einem
Datensatz mittelalterlicher oder neuzeitlicher Keramik {iberhaupt Stiicke aus
einer Kobalt verarbeitenden Werkstatt enthalten sind, ist die Annahme einer
“mittleren” Streuung zu Beginn der Gruppierung nicht gerechtfertigt.

Fine naheliegende, wenn auch — abgesehen von der Perlman-Schule — iiber-
haupt nicht verwendete Skalierung kann jedoch iiber die Meflunsicherheiten der
Einzelproben erfolgen. Eine gute Multielementanalyse wird immer den durch
Zihlraten- und Korrektureffekte bedingten statistischen Fehler einer Kinzelmes-
sung mit enthalten, dazu kommt noch die fiir umfangreichere Projekte wich-
tige Reproduzierbarkeit iiber einen lingeren Zeitraum. (Die durch die syste-
matischen Fehler bedingte Genauigkeit dagegen spielt keine Rolle, solange nur
Proben eines Labors untereinander verglichen werden, fiir den Datenaustausch
zwischen verschiedenen Arbeitsgruppen sollte aber auch sie so gut wie moglich
sein). Innerhalb der Bonner Archiometriegruppe wird mit der Neutronenak-
tivierungsanalyse fiir viele Elemente ein allein durch die Zihlrate bedingter
relativer statistischer Fehler von weniger als 1% erreicht. Die gesamte relative
apparative Unsicherheit (einschlieflich der Zihlrate) betrigt fiir diese Elemente
héchstens 2% [Web85]. Allerdings gibt es auch Elemente, die nur mit 10 % bis
20 % Prizision zu bestimmen sind, soll der Aufwand nicht wesentlich vergréBert
werden. Ist ein Element nur in geringen Anteilen in einer Probe enthalten, wird
bei gleicher Mefzeit der relative Fehler gréfer. Bei kurzlebigen Nukliden ist die
erzielte Prizision dariiber hinaus abhingig vom Mefzeitpunkt, spiter gemes-
sene Konzentrationen werden ungenauer bestimmt. Insgesamt fiihrt dies dazu,
daB die MeBunsicherheiten weder fiir alle Elemente noch fiir alle Proben und
ein Klement gleich sind. Man kann aber fiir jede Probe mit einem Konzentra-
tionsvektor x einen zusdtzlichen Mefifehlervektor ox angeben. Eine der Kova-
rianzmatrix einer Referenzgruppe analoge GréBe ist die Matrix! Sy = oy tox.
Damit kann dann der Formalismus des Abschnittes 1.3 ibernommen werden.
Alle zu einer Einzelprobe mit dem Konzentrationsvektor x und der Mefifehler-
matrix Sx dhnlichen Proben werden mittels Filter oder Histogramm gefunden
durch Betrachtung der Grofle

14 1
dlz\/[+P,red(x7 y) = E (X - y)(Sx + SY) (X - y) (IV1)
oder 5
1 = (2 — yi)
2 —
dM+P,0.K.,red(xa y)= oy ; m , (1V.2)

'"Diese Matrix erlaubt auch Korrelationen in den MeBfehlern. Dies kann von Bedeutung
sein bei Elementen, bei deren Konzentrationsbestimmung nukleare oder spektrale Interfe-
renzen [Bei90] beriicksichtigt werden miissen, und zu deren statistischen Gesamtfehler die
Konzentrationen anderer Elemente beitragen. In der Praxis sind diese Effekte aber klein, so
daf} sie meist vernachlédssigt werden.
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wobei y der Konzentrationsvektor einer beliebigen Probe des Datensatzes und
Sy dessen Meffehlermatrix sein kann. Die zweite Gleichung gilt dabei nur fiir
Mefifehler ohne Korrelationen. Da beide Proben Mefifehler enthalten, sind die
Fehlermatrizen zu summieren (nach Gauf’scher Fehlerfortpflanzung, dies gilt
auch fiir mehrdimensionale Variablen und Matrizen, siche [Bra81]). Im Gegen-
satz zu den Gruppenstreuungen spielt der Unterschied zwischen x? und 12
hier keine Rolle, weil die aus Zihlraten ermittelten Mefifehler als beliebig gut
bekannt angenommen werden kénnen. Es kann also immer die y%-Verteilung
verwendet werden. Damit lassen sich innerhalb der Meffehler gleiche oder doch
sehr dhnliche Proben aufspiiren, die dann zur Keimzelle (“Kerngruppe”) einer
Referenzgruppe zusammengefait werden kdnnen.

Das Vorgehen dabei ist einfach: fiir jede Probe werden alle anderen Pro-
ben der Datenbank bestimmt, die ihr mit einer vorher definierten Wahrschein-
lichkeit gleich sind (bzw. fiir die der Wert von (IV.1) oder (IV.2) unter eine
feste Grenze fillt). Alle Proben, die als “gleich” erkannt werden, werden zu
einer Gruppe zusammengefafit. Bedingt durch die Anordnung der Datenpunk-
te im Raum kann es dabei zu Kettenbildungen kommen (z.B. A gleicht B, B
gleicht A und C, C gleicht B und D, D gleicht nur C, aber nicht B und schon
gar nicht A), und entweder fafit man alle Punkte einer Kette zusammen, oder
man trennt sie geeignet auf. Das gesamte Verfahren ist nichts anderes als das
Single Linkage-Verfahren der Clusterbildung mit einem Abschneiden bei sehr
niedrigen Werten und dem in (IV.1) oder (IV.2) definierten d§/1+P,(o.K.,)red als

Unihnlichkeitsmaf?. Wie bereits von der Berkeley-Arbeitsgruppe festgestellt
[AsaTl] [Art76], ist der statistische Mefifehler fiir gut vermessene Elemente im
allgemeinen allerdings wesentlich geringer als die Streuung innerhalb einer Refe-
renzgruppe. Deshalb werden die gebildeten Kerngruppen sehr geringe Streuun-
gen aufweisen und manchmal sogar Trennungen vortiuschen, die nur durch die
zufillige Verteilung der Werte im Datensatz zustande kommen. Die natiirliche
Streuung der Datenwerte wird dann unterschitzt. Aus diesem Grund wird fiir
den Mefifehler im allgemeinen eine untere Grenze von zumindest der apparati-
ven Reproduzierbarkeit angenommen. Das gleiche Verfahren eignet sich auch,
um die allzu geringen Gruppenstreuungen auszugleichen. [Asa71] benutzt in sei-
ner Studie eine untere Grenze von 5 % fiir die Streuung, im Bonner Labor wird
im allgemeinen eine Untergrenze von Streuung und MeBfehler von 3 % angenom-
men. Welche untere Grenze anzusetzen ist, ist nicht zuletzt auch eine Frage des
Datensatzes. Soll eine Vorgruppierung erreicht werden, so kénnen zu kleine Un-
tergrenzen dazu fithren, dafl keine geeigneten Ausgangsgruppen zur Verfiigung
stehen. Zu grofie Werte kdnnen aber bereits die durch die Meprazision mogli-
che Untergliederung eines Datensatzes wieder in Frage stellen. Kin Beispiel fiir
die Kerngruppenbildung ist in Tabelle 1V.1 gegeben. Ausgehend von einer iiber
die Mefifehler gebildeten “Kerngruppe” kdnnen nun iiber die Filtermethoden
des letzten Kapitels der Gruppe weitere Proben des Datensatzes iterativ hin-
zugefiigt werden. Auf diese Weise lassen sich ausgehend von den Kerngruppen
etwa zwei Drittel des Langerwehe-Pingsdorf-Datensatzes in 6 oder 7 groflere
Gruppen zusammenfassen (siehe Abschnitt IV.4). Fiir die untere Grenze der

2d ist kein Abstand. Siehe Abschnitt X.2.
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min. Probe

Fehler Langerwehe Nr.

3%: 12 14 23 24 11 17 32
4%: 12 14 21 23 24 25 26 27 28 29 35 40 46 11 17 32 33
5%: 6 36 12 14 8 16 19 22 21 23 24 25 26 27 28 29 35 40 46 37 41 48 31 11 17 32 33

Tabelle TV.1: Zusammenfassen &hnlicher Proben

Dargestellt ist ein Teil der Langerweher Proben des Pingsdorf-Langerwehe-
Datensatzes. Benachbart stehende Proben sind untereinander dhnlich, als Kri-
terium dient dabei d12v[+P,o.K.,red < 1.5, was bei 25 beriicksichtigten Elementen
einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5.5 % entspricht. Von oben nach unten ist
der minimale angenommene MefBfehler von 3 iiber 4 auf 5% erhéht worden.
Wihrend nur wenige der Proben auf der Basis von 3% als “gleich innerhalb
der Mefifehler” angesehen werden kdnnen (6 2er- und 2 3er-Gruppen innerhalb
des gesamten Datensatzes von 142 Proben, hier nur gezeigt: 12/14, 23/24 und
11/17/32), sind bei 5% schon gréfiere Gruppenbildungen zu erkennen (z. B. die
rechten 23 Proben zwischen “8” und “33”). Links davon ist bei einem Mefifehler
noch ein Paar (6/36) als dhnlich anzusprechen, ein weiteres (12/14) wird be-
reits bei einem Minimalfehler von 3% als dhnlich erkannt. Auf dem 5%-Niveau
werden auch einige kleinere Griippchen, die bei 3% und 4% noch getrennt sind,
zusammengefafit. Von den 50 Langerweher Proben sind hier die 27 dargestellt,
fiir die bei einem Minimalfehler von 5% wenigstens eine “4hnliche” Probe gefun-
den wurde. Insgesamt ist bei einem Minimalfehler von 5% etwa die Hilfte des
Datensatzes in irgendeiner Form gruppiert. Die vollstindige Kerngruppierung
des Datensatzes ist im Anhang A.2 gegeben.
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Streuung kann es sinnvoll sein, auch in einem Datensatz mehrere verschiedene
Werte zuzulassen. Wie im Abschnitt IV.4 anhand des Beispieldatensatzes noch
vorgestellt wird, kann oft ein Teil der Proben bereits bei kleinen unteren Gren-
zen fiir die Streuungen sinnvoll iiber Kerngruppen gruppiert werden, wéhrend
viele Gruppen selbst bei dem (fiir Werte des Bonner Labors bereits als grof
anzusehenden) Mindestfehler von 5% noch nicht als Kerngruppen in Erschei-
nung treten, obwohl sie vom Rest des Datensatzes klar isoliert sind. Fiir diese
isolierten Proben werden als Gruppierungsstart einfach die einer Einzelprobe
nichstliegenden Proben versuchsweise mit dieser zusammengefafit. Falls sich
dann direkt oder nach einigen lterationsschritten eine stabile Gruppe ergibt,
wird diese beibehalten. Innerhalb solcher Gruppen sind die Proben aber durch
ihre Mefifehler klar unterschieden. Nahezu Aquivalent zu diesem Verfahren ist
eine nicht mehr einer sinnvollen Irrtumswahrscheinlichkeit von 2., entspre-
chende Abschneidegrenze, etwa dij,p o rea > 5 (entspricht a = 3-107" bei
25 Elementen).

IV.2 Mefifehler bei der Zuweisung zu Referenz-
gruppen

Nicht nur bei der Etablierung, sondern auch bei der Zuweisung von Einzel-
proben zu Referenzgruppen miissen Mefifehler beriicksichtigt werden. Dies gilt
insbesondere dann, wenn die Mefifehler nicht klein gegen die Gruppenstreuung
sind. Die Gesamtunsicherheit einer Differenz, wo z und y mit Unsicherheiten
behaftet sind, ist durch /o2 + o2 gegeben. Wird als Unsicherheit einer Refe-
renzgruppe die Streuung angenommen und als Unsicherheit eines Datenpunk-
tes sein Mefifehler, so ist ein sinnvolles Ma$ fiir die Zuordnung ebenfalls durch
(IV.1) gegeben, nur dafl y statt eines Einzeldatenpunktes der Mittelwertsvek-
tor einer Referenzgruppe und Sy deren Kovarianzmatrix ist. Die Gleichung
unterscheidet sich nur durch den zusitzlichen Sx-Term von (I11.5). Kann die
Kovarianzmatrix als exakt bekannt und unabhingig vom Konzentrationsvektor
x der Einzelprobe angenommen werden, so folgt bei Zugehorigkeit von x (IV.1)
wieder einer y?-Verteilung mit m Freiheitsgraden, weil die Differenz zweier nor-
malverteilter Gréen wieder einer Normalverteilung mit einer Varianz folgt, die
die Summe der Einzelvarianzen ist. Ist die Gruppenkovarianzmatrix Sy aber aus
nur wenigen Einzelproben geschitzt, kann die Streuung unterschitzt werden.
Nach streng statistischen Gesichtspunkten muf} also auch hier wieder mit der
T?-Statistik gearbeitet werden. Die Skalierungsmatrix setzt sich jetzt aber aus
einem genau bekannten Teil (den Meffehlern Sy der Einzelprobe x) und einem
aus mehreren Proben geschitzten Teil (den Kovarianzmatrix Sy) zusammen.
Eine dafiir giiltige Statistik existiert nicht, und es ginge iiber den Rahmen die-
ser Arbeit hinaus, eine solche zu entwickeln. Heuristisch kann der Unterschied
fiir eine feste Irrtumswahrscheinlichkeit « beriicksichtigt werden, indem man
die Gruppenvarianz kiinstlich um den Faktor 7%(m, n; 04)/X72n;a vergroBert und
dann als Abschneidegrenze den entsprechenden Wert der y2 -Statistik wiihlt.
Eine Probe wiirde also bei fester Abschneidegrenze « als zur Gruppe gehorig
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Abbildung 1V.1: Verhiltnis von 72 und x? abhingig von der Irrtumswahr-
scheinlichkeit «. Dargestellt ist die Kurve fiir m = 25 und 30 bzw. 100 Pro-
ben. Statt « ist das Quantil 1-a aufgetragen. Zu kleineren Werten von «
gehdren groBere Werte von y2. Fiir a@ = 1 ist X?n;l = 1T%*(m,n;1) = 0. Es
gilt lim oo (T2 (m, ;@) /X7,.4) = 0.

betrachtet, wenn

in, red;a > d%T2/><2)M+P7 red, o (X? y; Ot) (IVB)

— %t(x -y)(Sx + (T2(m, n;og)/xfma)sy)—l(x —y).

Da sich der Faktor vor der Kovarianzmatrix jedoch insbesondere bei kleinen
Probenanzahlen stark abhingig von der Abschneidegrenze dndert (Abbildung
IV.1), ist die einfache Histogrammdarstellung nicht moglich. Wie bereits im
Kapitel 111 geschildert, erlaubt jedoch gerade diese Darstellung eine von 7'
weitgehend unabhingige Uberpriifung einer tatsichlich sinnvollen Abschneide-
grenze. Zu kleine geschiitzte Streuungen, die durch die T?-Statistik im besonde-
ren beriicksichtigt werden, kénnen auch vermieden werden, indem nicht nur fiir
die Fehler der Einzeldaten, sondern auch fiir die Gruppenstreuungen mit einem
Minimalwert gearbeitet wird, wie bereits im letzten Abschnitt beschrieben.
Der Unterschied zwischen Vernachldssigung und Einbeziehung von Mefifeh-
lern wird in Abbildung 1V.2 deutlich. Durch die Einbeziehung der Unsicherhei-
ten fiir die Probenpunkte riicken wesentlich mehr Proben in den entscheidenden
Bereich d12v[+P,o.K.,red < 2 und werden damit auch von der y2-Statistik als “ viel-
leicht zur Referenzgruppe gehorig” betrachtet. Sind die Mefifehler der Proben
fiir ein Element allerdings alle ungefihr gleich, so bedeutet das Beriicksichtigen
der Mefifehler nur das Hinzuaddieren einer Konstanten zur Kovarianzmatrix
und damit im wesentlichen eine Verschiebung des Histogrammes zu kleineren
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Abbildung TV.2: Beriicksichtigung von Meffehlern

Histogramme ohne und mit Beriicksichtigung von Meffehlern fiir eine Referenz-
gruppe aus 12 Proben. Wie anhand der durch “a” bis “f” einzeln gekennzeichne-
ten Proben deutlich, entspricht die Beriicksichtigung von Mefifehlern im wesent-
lichen einer Verschiebung des Bildes zu kleineren Werten von dﬁ/HP’O.K”red. Da-
mit kommen mehr Proben in den Bereich der méglichen Gruppenzugehorigkeit.
Fiir 25 Elemente liegt die Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% der x?_; Verteilung
bei diy,p o req = 1.51, die der T?(25, 12)-Verteilung (ohne Korrelationen) bei
1.89.

Bei Proben mit grofien Mefifehlern (schwarzes Késtchen, Mefifehler allerdings
kiinstlich erh6ht) kann die Beriicksichtigung der Mefprizision dazu fiihren, daf
eine aufgrund der Mefwerte allein (ohne Fehlerberiicksichtigung) verworfene
Hypothese der Gruppenzugehérigkeit revidiert werden mu8.
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Abbildung TV.3: Mefifehler und Referenzproben
Da die MeBunsicherheit einer die Gruppe definierenden Probe bereits in der
Gruppenstreuung enthalten ist, wird diese Unsicherheit dieser Proben “dop-
pelt” beriicksichtigt, wenn Mefifehler von Einzelproben mit in Betracht gezo-
gen werden. Damit werden die Referenzproben gegen die anderen Proben der
Datenbank kiinstlich zu weit nach links geschoben (oberes Bild) und tduschen
eine Separation vor, die nicht vorhanden ist. Das verdeutlicht das untere Bild, in
welchem bei den Daten die Mefifehler der Referenzproben korrekterweise nicht
noch einmal beriicksichtigt werden. In der Praxis ist beim Filtern die getrennte
Behandlung von Referenz- und anderen Proben allerdings kaum durchfiihrbar.
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Werten®. Von daher mag der Aufwand um die Priizision an dieser Stelle etwas
hoch erscheinen. Die Mitnahme der Fehler ist allerdings insofern gerechtfertigt,
als im Datensatz einzelne Proben enthalten sein kénnen, deren Konzentrations-
werte erheblich schlechter bekannt sind als die der meisten anderen Proben?.
Ohne die Beriicksichtigung von MefBunsicherheiten kénnten derartige Proben
falschlicherweise als Ausreifier betrachtet werden, wie das Beispiel in Abbildung
(1V.2) zeigt.

Das Histogramm wird etwas verzerrt durch die Tatsache, dafl bei den die
Gruppe definierenden Proben die Mefifehler zweimal in Betracht gezogen wer-
den: sie tragen einerseits mit zur Streuung der Gruppe bei (siche nichster
Abschnitt), werden zum anderen aber in (IV.1) noch einmal separat beriick-
sichtigt. Beim in Bonn verwendeten Verfahren werden aber Proben auf den
Datenbanken nicht gekennzeichnet. Wenn die Datenbank gegen eine Referenz-
gruppe gefiltert wird, werden daher die die Gruppe definierenden Proben nicht
separat beriicksichtigt. Da fiir diese Proben aber die Unabhingigkeit von Sy
und Sy nicht gegeben ist, sind ihre dIQ\/I_l_P’(O.K.’)red—Werte in der Histogramm-
darstellung immer zu klein. Sie verfilschen das Histogramm insoweit, als sie
eine Separation vortduschen konnen, die nicht vorhanden ist (Abbildung IV.3).
Allerdings wird fiir die die Gruppe definierenden Proben die krage der Grup-
penzugehdrigkeit nicht mehr gestellt. Wenn die leichte Verschiebung nach nied-
rigeren dl%/I+P, O.K.Jred—Werten innerhalb eines Histogrammes im Auge behalten
wird, beeinflufit die Niherung der doppelten Fehlermitnahme die Gruppierung
nicht weiter.

IV.3 Mefifehler bei der Berechnung von Referenz-
werten

Die in den bisherigen Abschnitten verwendeten Werte fiir Mittelwert Z; und
Streuung o; eines Elementes j innerhalb einer n Proben umfassenden Refe-
renzgruppe waren die iiblichen Erwartungswerte von Stichproben nicht fehler-
behafteter Datenpunkte:

1
T; = - Z:Cij (IV.4)

und

oj = Zn: @i — 7). (IV.5)

- \/nil (g_@2>

®Das stimmt nicht ganz genau. Ist namlich das Verhiltnis MeBfehler zu Gruppenstreuung
nicht fiir alle Elemente gleich, so hingt die Verschiebung einer Probe im Histogramm davon

ab, in welchen Elementen sie am meisten vom Gruppenmittelwert differiert, und ob far diese
Elemente die Gesamtvarianz mehr oder weniger vom Meffehler bestimmt wird.

*Dies kann beispielsweise passieren, wenn sich der Transport von der Bestrahlungsein-
richtung zum Mefplatz erheblich verzégert, so daff kurzlebige Nuklide entweder gar nicht
(fehlender Wert) oder nur mit groBfer Unsicherheit vermessen werden kénnen.
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Die Unsicherheit (“der Fehler”) des Mittelwertes ist durch §7; = o;//n gege-
ben.

Die iibliche Form, Mefifehler bei der Berechnung von Gruppenwerten und
der Streuung mit heranzuziehen, ist die konventionelle Bildung des “gewichteten
Mittelwertes” [Bev69], [Bra81]. Ist der Mefifehler einer Einzelprobe i fiir ein
Element j mit o;; bezeichnet, so ist der gewichtete Mittelwert:

(1V.6)

(IV.7)

Einen Ausdruck fiir “Streuung” gibt es nicht, da die Abweichung vom Mittel-
wert allein durch die Mefifehler erklirt wird. Manchmal wird allerdings (analog
zur ungewichteten Rechnung) eine Streuung berechnet nach:

o; = \ln (Zn: (TLQ) ) (1IV.8)

=1 L)
= /niz;.

Liefert der x%-Test (Erwartungswert n — 1)

(zij — 7)

|
NE

(IV.9)

jedoch zu grofie Werte, kann die Verteilung der Datenpunkte nicht allein durch
die o;; erkldrt werden. Im allgemeinen liegen dann unerkldrte Abweichungen vor
oder die Mefifehler wurden schlicht unterschitzt. Gibt es keine Anhaltspunkte
iiber weitere die Streuung beeinflussende Faktoren oder gar zu vernachlissigen-
de (falsche) Messungen, so kénnen die Mefifehler mit einem Skalierungsfaktor s
multipliziert werden, der aus(IV.9) zu s = \/x?/n — 1 bestimmt wird [Ros67],
[Par90]. Beim Multiplizieren aller Meffehler mit diesem Faktor liefert die dann
gebildete y?-Summe gerade den (Erwartungs)Wert n — 1. Der gewichtete Mit-
telwert (IV.6) dndert sich dabei nicht, da alle Meffehler in gleichen Mafe kiinst-
lich vergréfiert werden. Das Verfahren geht auf die Particle Data Group [Ros67]
zuriick, um fiir den Mittelwert von physikalischen Gréfien, die aus mehreren
voneinander abweichenden Experimenten bestimmt sind, ein brauchbares Kon-
fidenzintervall zu erhalten.

Ist die Verteilung der Mefipunkte nicht mehr allein durch die angenommenen
Meffehler erkldarbar, erhilt auch der Begriff der “Streuung” wieder einen Sinn.
Sie wird dann bei gewichteter Rechnung wie folgt berechnet [Bev69]:

n
i — T
\ln_lz Z—] (1V.10)

1=1
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Dieser Wert reduziert sich zu (IV.8) wenn die Skalierung der Mefifehler wie oben
angegeben durchgefiihrt worden ist. Die Beziehung zum Fehler des Mittelwertes
ist dann wieder die gleiche wie im ungewichteten Fall. Ohne Skalierung liefert
(IV.10) einen gréBeren Wert als (IV.8), wenn das x* aus (IV.9) gréBer ist als
sein Erwartungswert, und einen kleineren im umgekehrten Fall. Die nach (IV.8)
berechnete Streuung ist daher eher ein “mittlerer Mefifehler”.

In den vorangegangenen Abschnitten ist in den Beispielen bei der Berech-
nung der Gruppenwerte immer das ungewichtete Verfahren verwendet worden.
Dieses Verfahren ist berechtigt, wenn die Mefifehler alle ungefihr gleich sind. Die
Varianz 0]2- eines Elementes einer Referenzgruppe kann aus mehreren verschiede-
nen Anteilen zusammengesetzt erkldrt werden, von denen die MefBunsicherheit
oft nur ein geringer Anteil ist. Fiir die Betrachtung der mit unterschiedlicher
Prizision gemessenen Konzentrationswerte eines Elementes j innerhalb einer
Gruppe ist die folgende Zerlegung sinnvoll [Web85]:

2 _ 2 2 2
07 = Ogarj T Tapp; T Tnatj - (Iv.11)

Dabei bedeuten ogat,; die mittlere statistische MeBunsicherheit, oapp ; die durch
den Mefiprozefl bedingte zusitzliche apparative Unsicherheit (Gewichtsfehler
bei der Probenaufbereitung, Raumwinkelfehler, Inhomgenititen im Vergleichs-
standard etc.) und opa¢; die verbleibende meBiprozeBunabhingige “natiirliche
Inhomogenitdt”. Die reine apparative Unsicherheit oapp ; der Bonner Appara-
tur betrigt etwa 1.5% [Web85], die Gesamtstreuung der meisten mit der NAA
vermessenen Elemente etwa 5-10% [Asa71]. Der Summand apr’j kann fiir alle
in einem Labor vermessenen Proben, der Summand Uﬁaw- zumindest fiir al-
le Proben gleicher Herkunft als gleich angesehen werden. Da die statistischen
Meffehler vieler Elemente unter 1% liegen, liefern sie nicht den Hauptbeitrag
in (IV.11), so daB auch bei etwas unterschiedlichen Mefifehlern die Verwendung
von (IV.4) und (IV.5) noch gerechtfertigt erscheint.

Unterscheiden sich die Mefifehler einzelner Proben allerdings erheblich, so
sollte dies in Betracht gezogen werden. Die Verwendung des einfachen gewich-
teten Mittels nach (IV.6) scheidet meist aus, da nach dem eben Gesagten nur
bei Elementen mit sehr grofler Meflunsicherheit die statistischen Fehler den
Hauptbeitrag zur Gesamtstreuung liefern.

Eine Skalierung der Mefifehler wie oben dargestellt ist ebenfalls nicht sinn-
voll, da ein wesentlicher Beitrag zur Gesamtstreuung von den fiir alle Proben
einer Referenzgruppe gleichen Summanden herriihrt. Man kann aber analog zu
(IV.11) folgenden Ansatz machen, der eine auf eine “teilgewichtete” Rechnung
flihrt:

Die Gesamtunsicherheit o, ;; eines Elementes j einer Probe ¢ besteht aus
Ottii = Omatij + Ocpp T Orati (IV.12)

= USQtat,ij + Ul?est,j :

Die beiden hinteren Summmanden sind dabei fiir alle Proben gleich und kénnen
in Orest,; zusammengefafit werden. Mit oo ;; statt ogear,i; kann damit der ge-
wichtete Mittelwert nach (IV.6) berechnet werden, da die als Gewichte ver-
wendeten Gesamtunsicherheiten nun in der richtigen Gréflenordnung und im
richtigen Verhiltnis zueinander stehen.
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Leider ist aber oyest,; und damit auch die Gewichtung in (IV.6) nicht von
vornherein bekannt. Durch ein Verfahren, das dem der Particle Data Group
(s.0.) nicht undhnlich ist, kann aber hier ein Schitzwert fiir opeq,; erhalten

werden: Wie beim Skalierungsfaktor wird der Erwartungswert n — 1 des x>
(IV.9) benutzt:

n

1 (.rZ — ac_-)2
n—-1=) —2 2 (IV.13)
; USQtat,ij + O-I?est,j

wobei der Mittelwert ersetzt wird durch den “teilgewichteten Mittelwert”

- T4 ° 1
mj:Za.Q _}f 2 /Z 2 T o2 . (IV.14)

=1 =~ stat,ij Urest,j i—1 Ustat,ij Urest,j

Wird dies in (IV.13) eingesetzt, ist Ufesw- die einzige Unbekannte in dieser Glei-
chung und kann bestimmt werden®. Ist Orest,; dann bekannt, wird aus (IV.14)
auch der Mittelwert explizit berechnet.

Der geschilderte Algorithmus des “teilgewichteten Mittelwertes” fiihrt im
Grenziibergang verschwindender Mefifehler auf die Ausdriicke fiir die ungewich-
teten Groflen, wie man durch Quadrieren und Multiplikation mit (n — 1)/0]2- in
(IV.5) erkennt. In diesem Fall ist dann oo ;; = Orest,; = 0. Fiir sehr grofe
Mefifehler allerdings kann die Losung fiir Uzest,j in (IV.13) negativ werden. Dies
entspricht dem Fall “grofler Mefifehler”, wo die Streuung der Werte allein durch
Ostat,i; erkldrt werden kann. In diesem Fall wird opeq,; = 0 angenommen und
der gewOhnliche gewichtete Mittelwert berechnet.

Um das Verfahren konsistent zu halten, wird die Gesamtstreuung nach

o =4|n (i 2;)_ (TV.15)

2
=1 Ustat,ij + Urest,j

berechnet, also immer nach o; = \/n d7;. Sind die Meffehler so groB, daB aus
(IV.13) UrQest,z'j < 0 bestimmt wird, so liefert diese Formel fiir die Streuung gréfie-
re Werte als die entsprechende Form von (IV.10, mit 0'22]- = U:taw-j + Ufesm-j).
Damit jedoch wird eine Unterschitzung der Gesamtstreuung vermieden, die
sonst (auch bei ungewichteter Rechnung !) dann zustande kommt, wenn zufillig
die Konzentrationswerte mehrerer Proben so dicht zusammenliegen, dafi die
durch die Gruppenstreuung definierte Umgebung kleiner ist als die durch den
bekannten Mefifehler der Einzelproben bestimmte. Dies kann mit dem geschil-
derten Verfahren nicht passieren, und der Algorithmus ist so etwas wie eine
“physikalische Alternative” zur “mathematischen” 7?-Statistik, die ebenfalls
die “Unterschitzung” von Streuungen beriicksichtigt (siehe das Kapitel III).
In den meisten Fillen werden jedoch die entsprechende Form von (IV.10)
und (IV.15) den gleichen Wert ergeben. Damit kénnen dann nach dem in
[Bev69] entwickelten Formalismus auch Korrelationen nach einem gewichteten

5Das Aufldsen von V.13 ist etwas miihsam. Die Funktion ist aber im allgemeinen fiir
crfest’ ; > 0 monoton fallend und hat dort genau eine Lésung.
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Verfahren bestimmt werden, die Formel dazu lautet:

n Tij —Tj)(Tik — Tk
rik = — Z — ( J - .7)( — ) - / (IVIG)
=1 \/(Ustat,ij + Urest,j)\/(a-stat,ik + Urest,k)

1

2 2 2 2
(Ustat,ij + Urest,j)\/(astat,ik + Urest,k)

n
o0} Z
=1 \/

Sie unterscheidet sich gegeniiber der in [Bev69] angegebenen durch die getrenn-
te Beriicksichtigung der Fehler in den Elementen j und k. Fiir Elemente k& mit
grofien MeBfehlern und pesx = 0 wird in (IV.16) ein Wert bestimmt, der vom
Betrag her unter Umstidnden zu klein ist, weil o eben nicht nach der der Formel
(IV.16) verwandten (IV.10) bestimmt wurde. Bei derartigen Elementen sollten
aber die Korrelation ohnehin vernachlissigt werden, da dann die Gesamtstreu-
ung durch die Mefifehler bestimmt wird. Diese sollten zwischen verschiedenen
Elementen un— oder nur sehr schwach korreliert sein, die Ndherung ist deshalb
gerechtfertigt. In der Praxis wird ein solcher Fall nur bei durch wenige Mitglieder
definierten Referenzgruppen auftreten, und dann sind Korrelationen ohnehin so
wenig verldBlich (vgl. Abbildung I11.3), da§ von ihrer Beriicksichtigung besser
abgesehen werden sollte.

Die Abbildung IV.4 zeigt die Ergebnisse der verschiedenen Rechenverfahren
fiir Mittelwert und Streuung anhand typischer Fille. Die neun Proben bilden
eine Referenzgruppe von bronzezeitlichem Material von der griechischen Insel
Aigina siidlich von Athen. Bei den Eisenwerten (Mefifehler klein gegen Gesamt-
streuung) liefern alle drei Verfahren etwa dasselbe Ergebnis, allerdings beriick-
sichtigt die aus dem Fehler des Mittelwertes bestimmte Streuung nach (I1V.8) bei
gewichteter Rechnung die Verteilung der Datenpunkte nicht und liefert einen
viel zu kleinen Wert. Auch bei Terbium (Meffehler etwas kleiner als Gesamt-
streuung, aber in derselben Gréfienordnung) liefern alle drei Berechnungsarten
dhnliche Werte, an der gleichen Grofie der nach (IV.8) aus dem Fehler des Mit-
telwertes berechneten Sreuung im gewichteten Fall und opeq im teilgewichteten
Fall erkennt man, dafl ogat & Orest- Bel Neodym sind die Mefifehler grofier als
die aus der ungewichteteten Rechnung erhaltene Gesamtstreuung. Die Verwen-
dung der letzteren in einem Filterverfahren wiirde also die Ausdehnung der
Gruppenwerte unterschitzen. Das letzte Beispiel schliefilich demonstriert grob
unterschiedliche MeBunsicherheiten®. Weil die ungewichtete Rechnung die drei
gut vermessenen Proben nicht besser beriicksichtigt als die anderen sechs, liegt
der Mittelwert unter Umstdnden zu hoch. Durch den Unterschied in der Gréfien-
ordnung der Fehler beriicksichtigt die gewichtete Rechnung dagegen die ersten
sechs Proben fast iiberhaupt nicht (eine Rechnung nur mit den letzten drei
Proben liefert etwa die gleichen Zahlenwerte). Lediglich bei der teilgewichteten
Mittelung werden sowohl die gut gemessenen Proben angemessen beriicksich-

®Bedingt durch eine Transportverzdgerung von Geesthacht zum Hamburger Hauptgiiter-
bahnhof traf eine Mefireihe erst nach zwei Wochen in Bonn ein. Die kurzlebigen Nuklide,
unter ihnen auch °La (t1/2:40.3 h) konnten nicht oder — wie hier — nur mit grolem Fehler
bestimmt werden.
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Abbildung 1V .4: Unterschiedliche Berechnung von Mittelwert und Streuung

Anhand einer Gruppe von 9 Proben (Dreiecke) werden die Unterschiede von
ungewichtetem (Stern), gewichtetem (Kreis) und teilgewichtetem Mittel (Qua-
drat) deutlich. Die durchgezogenen Linien geben die Einzelfehler, die Streuung
des ungewichteteten Mittels, die aus dem Fehler des Mittelwertes nach (IV.8)
bestimmte Streuung des gewichteten und die Gesamtstreuung des teilgewich-
teten Mittels wieder. Die gestrichelten Linien kennzeichnen beim gewichteten
Mittel die nach (IV.10) berechnete Streuung und beim teilgewichteten Mittel
Orest,j- Verkleinerte Symbole werden verwendet, wenn Fehler oder Streuungen
von der normalen Gréfle der Symbole iiberdeckt wiirden. Bei Fe wurde bei der
teilgewichteten Streuung auf die Darstellung der Gesamtstreuung verzichtet,
um opest darzustellen, deren Wert sich davon kaum unterscheidet.
Dargestellt sind ogat,; < 0; (Fe), Ostat,; = Orest,; (Th), Ostat,; > 0, damit
Orest,j = 0 (Nd), und der Fall grob unterschiedlicher Meffehler (La). Lediglich
die teilgewichtete Rechnung liefert in allen Fillen einen iiberzeugenden Wert
sowohl fiir den Mittelwert als auch fiir die Streuung.
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tigt (der Mittelwert liegt ndher als im ungewichteten Fall) als auch die breite
Streuung der sechs anderen Proben.

Die Beispiele zeigen, dafl die teilgewichtete Rechnung als einzige in der Lage
ist, auf alle méglichen Fille einzugehen. Daf dies erforderlich ist, geht daraus
hervor, daf sich alle oben dargestellten Extreme unter den etwa 30 Elementen
einer Referenzgruppe befinden. Daher wird die Verwendung dieses Algorithmus’
generell zur Bestimmung von Mittelwerten und Streuungen empfohlen.

Werden die aus einer teilgewichteten Rechnung erhaltenen Gréflen in einem
Filterverfahren benutzt, und sollen die Mefifehler der Proben nicht zweimal
beriicksichtigt werden (siehe voriger Abschnitt), so ist fiir diese Proben nicht
ihr MeBfehler zu vernachldssigen, sondern statt o; fiir die Gruppenstreuung
Orest,j in (IV.1) einzusetzen. Damit wird beriicksichtigt, daB nicht alle Proben
zu gleichen Teilen an der Mittelwertbildung beteiligt sein koénnen. Ist oggat,;
jedoch (anndhernd) gleich fiir alle Proben i, so fiihren teil- und ungewichte-
tes Verfahren wieder auf die gleiche Rechnung, da dann O'?- = Ustat,j + Ufesw
und eine Vernachldssigung von o, ; in der Gruppenstreuung gerade der Ver-
nachlissigung der Meflunsicherheit einer Einzelprobe entspricht.

IV.4 Ein vollstindiges Gruppierungsverfahren

Die Ausfiihrungen dieses Kapitels erlauben die Beriicksichtigung der Mefprizi-
sion bei allen Stufen der Gruppierung. Insbesondere ist mit der im Abschnitt
IV.1 beschriebenen Methode auch die Etablierung von Gruppen und damit die
Erweiterung des Filterverfahrens auf einen geschlossenen Gruppierungsalgorith-
mus moglich. Die Abbildung 1V.5 stellt die Krweiterung des FluBidiagramms
[I1.8 um die Moglichkeit der Gruppierung von Einzelproben dar. Die wesent-
lichen Anderungen sind durch mit Kreisen besetzte Linien gekennzeichnet. Sie
betreffen die Gruppierung, ausgehend von Einzelproben. Zwar werden auch hier
zunidchst vorhandene Gruppen “iiberarbeitet”, d. h., der Datensatz auf even-
tuelle weitere Mitglieder gefiltert und diese bei der Berechnung der Referenz-
werte beriicksichtigt, doch die am Ende des Verfahrens noch nicht gruppierten
Proben werden nun als Ausgangsbasis fiir weitere mégliche Gruppen gewéihlt.
Entweder werden mit der Methode des Abschnittes 1V.1 erst Kerngruppen eta-
bliert (Kistchen rechts unten), die dann im Filterproze verwendet werden,
oder die Einzelproben werden direkt benutzt und mit einem minimalen kFehler
gemdfB Abschnitt IV.1 als Referenzwert im Filterproze behandelt. Der Unter-
schied zwischen beiden Verfahren ist, daf die Ktablierung von Referenzgruppen
fiir alle Proben gleichzeitig geschieht, wihrend beim Filterprozefi immer eine
Probe nach der anderen “abgearbeitet” wird. Das kann dazu fiihren, daf} in
wenigen Fillen eigentlich zusammengehdrende Proben durch ein Abschneiden
im Histogramm getrennt werden kénnen, so daf§ fiir ungruppierte Proben eine
Vorgruppierung in Kerngruppen immer empfohlen wird.

Eine andere wesentliche Anderung ist die Erkennung von “Singles” oder
Ausreiflern. Ist fiir eine Probe trotz Vorgruppierung und unter Umstidnden ver-
schiedener Filter keine weitere dhnliche Probe gefunden worden, so kann diese
Probe als Single klassifiziert werden. Das entsprechende Elementmuster ist in
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Abbildung IV.5: Flufldiagramm zur vollstindigen Gruppierung durch Filter
Das dargestellte Diagramm ist die Erweiterung des Fludiagramms [11.8 um die
Mbglichkeit, auch mit Einzelproben zu gruppieren. Die wesentlichen Ergidnzun-
gen gegen das Diagramm 111.8 sind durch die mit Punkten besetzten Linien
gekennzeichnet. Die genauere Diskussion findet sich im Text.
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dem Datensatz kein zweites Mal vorhanden. Die Probe hat entweder eine andere
Herkunft als alle anderen Proben, oder sie ist bei der Herstellung des Gefifes
oder bei der Probenherstellung durch irgend etwas kontaminiert worden. In bei-
den Fillen kann zundchst nichts weiter iiber ihre Herkunft ausgesagt werden.
Wird der Datensatz spiter durch weitere Messungen ergdnzt, so kann es sein,
dafl weitere Proben mit dem betreffenden Elementmuster auftauchen und der
frithere Ausreifler doch noch gruppiert wird.

Die einfache Ergdnzung von Datensédtzen in diesem Algorithmus ist eine der
Grundforderungen aus dem Abschnitt 1.4 und wird so nur von Verfahren gestat-
tet, die vom direkten Vergleichen der Daten abgeleitet sind. Im Gegensatz etwa
zu Clusteralgorithmen, die immer vom Gesamtdatensatz ausgehen, ist es hier
moglich, die gefundenen Referenzgruppenwerte und die bereits klassifizierten
(umfaBt auch die bisherigen Singles) Einzelproben zu speichern und bei Bedarf
abzurufen und zu ergidnzen, wobei sich an der bereits erfolgten Gruppierung
nur sehr selten etwas dndert (etwa, wenn durch das Hinzukommen von neuen
Proben eine Untergruppenstruktur? sichtbar wird oder verschwindet. Letzte-
res tritt ein, wenn beim “Wachsen” von Gruppen plétzlich die Mitglieder einer
zweiten Gruppe auch als dhnlich erkannt werden, ohne dafl durch d§4+P7 0.K.,) red
noch eine Unterscheidung zwischen beiden Gruppen mdoglich ist. Siehe dazu die
Diskussion im Kapitel VIIL.

Der hier als Beispiel verwendete Datensatz von Pingsdorf und Langerwehe
148t sich mit diesem Verfahren folgendermafien gruppieren (vollstindige Zuord-
nungsliste im Anhang A.2, Gruppenmittelwerte und -streuungen im Anhang
A.3): Die 76 Proben aus Pingsdorf (und die wenigen zeitlich spiteren Proben
aus Briihl) zerfallen in zwei gréfere Gruppen von 33 (J) bzw. 22 (LM) Proben
sowie eine Reihe von Pidrchen (R, S, b, d), die aber anderen Proben nicht son-
derlich dhnlich sind, und etwa 15 Singles. Die Tonproben aus Pingsdorf (Ping 35
—40) sind von der Keramik klar zu unterscheiden und bilden eine eigene Gruppe
(K). Die 22 Proben umfassende Keramikgruppe LM 148t sich dabei noch wei-
ter in je eine 13 (L) und eine 8 (M) Proben umfassende Gruppe spalten (eine
Probe, Ping 22, wird erst beim Filtern mit diesen 21 als 22. Gruppenmitglied
erkannt). Es ist bemerkenswert, dal die meisten Konzentrationswerte von L
etwas geringer sind als die von M (siehe Anhang A.3).

Die 50 Langerwehe-Proben zerfallen in eine 18 Mitglieder umfassende
Hauptgruppe (1), eine 6 Mitglieder umfassende zweite (m) und eine 5 Mitglieder
umfassende dritte Gruppe (k) sowie zwei weitere Zweierpirchen (i,j). Weitere
vier Proben sowie eine aus Pingsdorf bilden die bereits mehrfach erwdhnten
“Ofenwandungsgruppe” (o). Zwei der Proben aus Langerwehe sind in der oben
erwihnten 33 Proben umfassenden Gruppe aus Pingsdorf enthalten, dies sind
die einzigen “ortsfremd” klassifizierten Scherben aus dem Ofenfiillmaterial bei-
der Orte. Die wenigen an anderen Orten (insbes. Paffrath) aufgelesenen Scher-
ben werden alle als Singles erkannt. Aber auch die beiden Messungen von Ping
1 und zwei unabhingigen Probennahmen und Messungen an einem Gefifi (Ping
77/78) kdnnen jeweils nicht der gleichen Gruppe zugeordnet werden (Ping 1 und

"Dazu werden nur die Proben einer bereits erkannten (gentigend grofien) Gruppe in der
Rolle des Gesamtdatensatzes dem in Abbildung 1V.5 dargestellten Verfahren unterzogen.
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Ping 78 sind Singles). Im Gegensatz zu den Verfahren des Kapitels II lieflen sich
hierfiir mit den noch zu diskutierenen Methoden des Kapitels VIII Griinde ange-
ben. Eine derartige Betrachtung wird jedoch in ein spiteres Kapitel (Abschnitt
VIL.3 und Kapitel VIII) verschoben.

Als Start der Gruppierung wurde von den 4% minimaler Fehler-
Kerngruppen ausgegangen (bei 5% Minimalfehler gehéren Langerwehe k und
| bereits zusammen, siehe Tabelle 1V.1). Allerdings kann selbst auf der Ba-
sis von 5% Minimalstreuung noch nicht fiir alle vorgestellten Gruppen (insbe-
sondere m und o sowie einige Zweierpirchen) eine Kerngruppe etabliert wer-
den. Zur Bildung dieser Gruppen wurden gemdfi dem im Abschnitt IV.1 ge-
schilderten Verfahren die einer Einzelprobe nichstliegenden Proben (selbst bei
dl%/[+P,o.K.,red > 3 (!)) versuchsweise mit dieser zu einer Referenzgruppe verei-
nigt. Sowohl bei m als auch bei o handelt es sich um im Hyperraum isoliert
liegende Punktwolken (m und o waren die beiden bereits mit der PCA detek-
tierbaren Gruppen !), deshalb war dieses Vorgehen hier erfolgreich.

Die Hauptmasse des Fundgutes besteht aus Ofenverfiillmaterial. Unter
archdologischen Gesichtspunkten ist von lokaler Herstellung auszugehen. Diese
Annahme wird in Pingsdorf nicht und in Langerwehe in nur zwei Fillen (=1/23
der vorliegenden Keramik, beide Proben in Pingsdorf J enthalten) verletzt, wo-
bei diese Stiicke auch nach Aussage des Archiologen [Jur01] nicht unbedingt in
Langerwehe hergestellt worden sein miissen.

Das Verfahren ist also eindeutig in der Lage, unterschiedliche Herkunft und
offenbar, da mehrere Keramikgruppen an jedem der beiden Orte vorliegen, auch
unterschiedliche Rezeptur zu trennen. Allerdings ist es nicht sonderlich befrie-
digend, daf} etwa ein Drittel der Proben entweder als Singles oder als “Quasi-
Singles” (2er oder 3er-Griippchen) klassifiziert wird und auch Proben einer
Scherbe nicht zusammen gruppiert werden. Eine archiologische Evidenz gibt
es dafiir nicht. Man kénnte eher von weitgehend homogenem Topfereiabfall als
Fiillmaterial ausgehen. Fiir das massierte Klassifizieren von Proben als Singles
gibt es zwei “technische” Méglichkeiten:

1. Die Streuungen der einzelnen Datengruppen sind noch “zu eng” ge-
setzt. Bel Hinzunehmen auch noch weiter entfernter Einzelproben zu einer
Gruppe wiirde sich die Anzahl der Singles sicher verringern. Ein Vergleich
der Streuungen der aus der partitionierenden Clusteranalyse (Abschnitt
11.2.3) gebildeten Gruppen mit den hier erzeugten (Tabellen A.3 und A .4
im Anhang A.3) zeigt enorme Unterschiede und kénnte darauf hindeuten.

2. Bedingt durch Herstellungs- oder MeBverfahren der Keramik wird die
urspriingliche Homogenitit einer Referenzgruppe “aufgeweicht”. Anhand
der gemessenen Konzentrationsdaten werden dann nicht alle aus dem glei-
chen Material gefertigten Proben auch als dhnlich erkannt.

Beide Punkte fiihren zur gleichen Abhilfe, nimlich einfach noch weiter entfernt
liegende Proben als Gruppenmitglieder zuzulassen.

Dies jedoch fiihrt dazu, dafl bereits nach zwei weiteren Iterationsschritten
fast alle Proben des Datensatzes in einer groflen Gruppe vereinigt sind, un-
abhingig von ihrem Fundort. Die Herkunftsbestimmung ist damit nicht mehr
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moglich. Die Annahme gréflerer Streuungen zur Vermeidung von Singles ist um
so unbefriedigender, als auf der Basis der Zuweisung anhand der Meflunsicher-
heiten und der iterierten Gruppen durchaus eine sinnvolle Gruppierung erfolgt,
nur eben mit vielen ungruppierten Proben. Die Gruppen aus der Clusteranaly-
se dagegen klassifizieren Proben aus Langerwehe und Pingsdorf in grofilem Maf}
zusammen (Gruppen Al und A2), und sowohl die Brunssumer wie auch die
Wipperfiirther Testprobe werden mit in eine dieser Gruppen einsortiert.

Das Problem, wie denn nun zu gruppieren ist, ist dhnlich dem der “Ab-
schneidegrenze” im Dendrogramm bei hierarchischen Clusteranalysen (Ab-
schnitt 11.2). Im Unterschied zu dieser ist beim geschilderten Verfahren aber
auch iiber die von den Meffehlern ausgehende Gruppierung ein Hinweis auf die
Abschneidegrenze zu erhalten. Die Erkldrung fiir die Singles und die Differenzen
bei Wiederholungsmessungen ist dann im zweiten Punkt von oben zu suchen.
Der “chemische Fingerabdruck” einiger Proben ist gegen den eigentlichen Grup-
penwert etwas verschoben. Die zur Klassifizierung verwendete, um Mefifehler
erweiterte Mahalanobisdistanz (IV.1) bzw. (IV.2) kann dies nicht beriicksichti-
gen und erkennt diese Proben nicht als “4hnlich” zu ihrer “Stamm”gruppe. In
den ndchsten Kapiteln wird der wichtigste Beitrag zu einer derartigen Element-
verschiebung, der “Verdiinnungseffekt” diskutiert.
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Kapitel V
Verdiinnung I: Die Problematik

In diesem Kapitel wird zunédchst die Problematik der “Verdiinnung” vorgestellt,
die eine generelle Erschwernis der Herkunftsbestimmung durch Vergleiche von
Konzentrationswerten darstellt. Neben einfachen Lésungsméglichkeiten fiir die-
ses Problem (Abschnitt V.2) werden im Abschnitt V.3 die Eigenschaften der
bisher erfolgreichsten und auch als Filter verwendbaren Methode sowie einige
Erweiterungen davon diskutiert. Die Lésung der dabei aufgezeigten Probleme
geschieht dann in den Kapiteln VI und VII.

V.1 Problem

Diein den Kapiteln 11 und IV entwickelten Verfahren sollten sowohl ausreichen,
um in einem Datensatz dhnliche Proben zu finden und daraus Referenzgruppen
zu bilden als auch Tonscherben fraglicher Herkunft einer vorhandenen Refe-
renzgruppe zuweisen zu kénnen. Dabei wird auf Ubereinstimmung innerhalb
der Mefigenauigkeit (statistischer Fehler) und der vorhandenen natiirlichen In-
homgenitit gepriift. Systematische Fehler der Messung (wie zum Beispiel die
falsche absolute Kalibrierung eines verwendeten Standards) werden nicht be-
trachtet. Viele systematische Fehler wirken auf alle in einem Labor gemessenen
dhnlichen Proben gleich aus'. Als “systematische Fehler” kénnen aber auch
Unterschiede bei der Behandlung des Rohmaterials vom Abbau des Tones bis
zum Brennen der Keramik sowie bei der Probennahme im Labor betrachtet
werden, die das eigentlich gleiche Muster innerhalb der Proben einer Rezeptur
verschieden verzerren?. Oft wird davon ausgegangen, daf der feste Arbeitsab-
lauf einer Werkstatt zu (wenn iiberhaupt) immer gleichen Verdnderungen im
Konzentrationsmuster fiihrt, so dafl Verzerrungen nicht beriicksichtigt werden
miissen (vgl. die Auflistung im Abschnitt 1.2).

Diese Annahme scheint jedoch nicht notwendigerweise erfiillt zu sein. Perl-
man und Mitarbeiter beobachten wiederholt ([Ada90] [Ari85] [Art75] [Gun86]
[Gun87] [Per71] [Per73] [Wid75]), daf§ sich die Daten einer Gruppe und einer
Einzelprobe oder zweier Gruppen gut zur Deckung bringen lassen, wenn alle
Werte der einen Gruppe mit einem gemeinsamen Faktor (in der Regel zwi-
schen 0.8 und 1.2) multipliziert werden. Sie stellen fest, daf dies dann auftritt,

'Beispiele fiir nicht gleiche Auswirkungen sind Langzeitdriften der Apparatur, ungenau
oder falsch bekannte Konstanten (z. B. Halbwertszeiten) oder meabhingige Korrekturgréfien
(z. B. Interferenzkorrektur iiber Monitore [Jen81]). Diese Fehlerquellen sind aber handhabbar
und werden meist erfolgreich vermieden.

2Systematische Unterschiede innerhalb einer Tonlagerstatte und damit im Rohmaterial
konnten tiber das Fortschreiten des Tonabbaus mit der Zeit sogar zur Verzerrung des Musters
einer Rezeptur fithren.
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wenn die beiden Gruppen unterschiedliche Anteile einer spurenelementarmen
Beimengung® (z. B. Quarzsand oder Calcit, in einem Fall sogar bis zu 10 %
“fliichtige Anteile” COy aus CaCOg3 [Wid75]) enthalten und in der an Beimen-
gung reicheren Gruppe die Werte der Spurenelemente demzufolge abgesenkt er-
scheinen. Dies wird gemeinhin als “Verdiinnung” (“dilution”) bezeichnet. Wird
sie nicht beriicksichtigt, so kénnen Proben, die mit verschiedenen Beimengungs-
anteilen aus dem gleichen Ton hergestellt sind, als “verschieden” klassifiziert
werden, obwohl sie von gleicher Herkunft sind. Daneben kénnen auch innerhalb
einer aus als gleich erkannten Proben bestehenden Referenzgruppe die Beimen-
gungsanteile um einige % schwanken, was zu einer vorgetiuschten gréferen
Streuung der Elementkonzentrationen fiihrt. [Han86] findet eine Verdiinnung
durch Calcit in aus Nilschlamm hergestellter Keramik, die nicht auf unterschied-
liche Zusédtze von Magerung, sondern auf unterschiedliche natiirliche Anteile von
Beimengung im Rohmaterial zuriickgefiihrt wird.

Ein dhnlicher Effekt kann auch durch bereits geringfiigige Unterschiede in
der Probennahme, -aufbereitung und -analyse auftreten. Beispielsweise kann
der Feuchtegehalt des Probenpulvers bei der Wigung unterschiedlich grof sein®
oder die Wigung selbst erfolgt ungenau. Da beim Vergleich mit Standards (siehe
Abschnitt 1.3) auf das Gewicht normiert werden muf}, haben diese systemati-
schen Fehler denselben Effekt auf die Konzentrationsdaten wie eine unterschied-
liche Beimengung: alle Konzentrationswerte liegen etwas zu hoch oder etwas zu
tief. Auch ein inhomogener Neutronenflul am Bestrahlungsplatz fiihrt bei der
NAA zu dieser Verschiebung der Daten, desgleichen geringfiigige Unterschiede
der Mefigeometrie. In [Mom91a] wird die Gréfle der Effekte bei der Proben-
aufbereitung und -vermessung zu etwa 4% bestimmt. Damit liegen sie in der
Groflenordnung der natiirlichen Inhomogenitdt und sollten beriicksichtigt, wenn
moglich sogar beseitigt, werden.

Wihrend man bei unterschiedlichen Beimengungen im Ton tatsdchlich von
einer “Verdiinnung” des Spurenelementmusters sprechen kann, sind die im
letzten Absatz geschilderten mef- und probenaufbereitungstechnischen Effek-
te eher als “Verschiebung” der Konzentrationswerte zu bezeichnen. Aus den
Daten selbst 1d8t sich jedoch nicht immer ablesen, ob eine Verdiinnung oder
eine Verschiebung der Konzentrationen vorliegt. Natiirliche Verdiinnungen sind
zwar manchmal durch den gréferen Anteil einer “verdiinnenden Komponente”
(z. B. Ca) in der Probe feststellbar. Oft sind diese Komponenten aber spu-
renelementarm oder mit einer Analysemethode allein schlecht nachzuweisen.
Ein Beispiel dafiir ist Silizium als Hauptbestandteil von Quarzsandmagerung
(SiOy). Silizium ist nicht nachweisbar bei der INAA, wenn auf Messungen un-
mittelbar nach der Bestrahlung verzichtet werden muf}, ebenso Sauerstoff, der
ohnehin kein Indiz fiir Verdiinnung ist, da die meisten Elemente in der Natur in
Sauerstoff- oder Sauerstoff enthaltenden Verbindungen vorliegen. Bei der 1CP-
AES ist es bei bestimmten Aufschliissen mit Sduregemischen ebenfalls nicht
immer méglich, den Siliziumanteil quantitativ zu bestimmen, weil ein Teil des

3 “Beimengung” kennzeichnet alle natiirlich im Ton vorhandenen oder kiinstlich durch Ma-
gerung hinzugesetzten Anteile, die nicht Tonminerale sind.

*Einige Arbeitsgruppen begegnen dem durch Ausheizen des Probenpulvers vor der Wigung
[Har76] [Kry82].
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Konzentration Element 2
Oa

Konzentration Element 1

Abbildung V.1: Verdiinnung in 2 Dimensionen

Links ist eine Gruppe von 100 Datenpunkten (Sterne) mit ihrer 2-o-Umgebung
und 4 einzelne, offenbar nicht zur Gruppe gehérende Datenpunkte a - d (offene
Kreise) dargestellt. Werden die Punkte entlang ihrer (gepunkteten) Verbin-
dungslinien zum Ursprung verschoben (rechts), was einer Multiplikation aller
Konzentrationswerte mit einem gemeinsamen Faktor entspricht, so treffen zwei
von ihnen das Feld der Gruppe (c und d, gestrichelte Linien), von der sie sich
deshalb nur durch eine Verdiinnung unterscheiden.

91



in der Probe enthaltenen Siliziums verdampfen kann [Tho89]. Die unterschied-
lichen Anteile einer solchen nicht nachweisbaren Beimengung fiihren dann zu
verschiedenen natiirlichen “Verdiinnungen” der mefibaren Klementkonzentra-
tionen.

Die mathematische Behandlung von “echter
scher” Verschiebung ist weitgehend gleich. Im folgenden wird allgemein von
“Verdiinnungseffekten” gesprochen und der Begriff Verschiebung nur dort ge-
braucht, wo eine getrennte Behandlung beider Effekte sinnvoll ist.

Die Abbildung V.1 veranschaulicht den Verdiinnungseffekt an einem zwei-
dimensionalen hypothetischen Beispiel. Wihrend ohne Beriicksichtigung einer

” Verdiinnung und “techni-

moglichen Verdiinnung keiner der vier Datenpunkte a — d als Mitglied der darge-
stellten Gruppe in Frage kommt, sind bei der Beriicksichtigung dieses Effektes
die Proben ¢ und d sehr wohl als zur Gruppe gehorig anzusprechen: die Ur-
sprungsgerade durch die entsprechenden Datenpunkte schneidet den Bereich
der Gruppe. Kine Korrektur auf Verdiinnungseffekte bedeutet die Multiplika-
tion aller Konzentrationswerte mit einem gemeinsamen Faktor und damit eine
Verschiebung des Datenpunktes entlang dieser Ursprungsgeraden. Ist es dabei
moglich, das Feld der Gruppe (oder das einer anderen Probe) zu treffen, so
unterscheiden sich die beiden Datenvektoren eben nur um einen Verdiinnungs-
faktor. In der Abbildung V.1 sind die Konzentrationswerte der Probe ¢ gegen
die der Gruppe erhsht (die Gruppe ist also “mehr” verdiinnt als Probe c) und
die der Probe d gegen die Gruppe abgesenkt (die Gruppe ist “weniger” verdiinnt
als die Probe d). Die Ursprungsgeraden fiir die Proben a und b schneiden den
Bereich der Gruppe nicht. Auch unter Kinbeziehung eines Verdiinnungseffektes
sind diese beiden Proben keine Gruppenmitglieder. Die Gréfie des Verdiinnungs-
effektes (alle Konzentrationswerte der Probe d sind mit mehr als 2 zu multipli-
zieren, um in die Mitte der Gruppe zu riicken), sind zur Verdeutlichung stark
iibertrieben dargestellt, typische Werte sind 0.9 bis 1.1, in Einzelféllen 0.8 bis
1.2 (s.0.).

V.2 Einfache Verfahren zur Behandlung von
Verdiinnungseffekten

V.2.1 Der “best relative fit”

Die im Kapitel 11 beschriebenen Paket-Methoden lassen alle nicht ohne weite-
res eine Beriicksichtigung von Verdiinnungseffekten zu. Viele Gruppierungen,
die mit einem der dort geschilderten Verfahren erstellt werden, beriicksichtigen
daher in der Regel auch keine Verdiinnungseffekte.

Ausnahmen bilden lediglich die Arbeitsgruppen um I. Perlman (siehe die
oben zitierten Arbeiten) und die Brookhaven-Arbeitsgruppe [Har76] [Say76].
Bei den Arbeitsgruppen der Perlman-Schule werden bei der Gruppierung selbst
Verdiinnungseffekte in aller Regel nicht beriicksichtigt. Besteht aber Grund zu
der Annahme, dafl eine Gruppe oder eine Einzelprobe mit dem Konzentrations-
vektor x von gleicher Herkunft ist wie eine andere Gruppe von Scherben (Kon-
zentrationsvektor y), so wird versucht, durch Berechnung eines Verdiinnungs-
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faktors (“best relative fit factor”, [Har76])
1 & 1 &y,

dafiir zu sorgen, daB y und fx zur Ubereinstimmung kommen. Das erfordert
kaum zusdtzlichen mathematischen Aufwand, wahrt die Anschaulichkeit und
eignet sich vor allem dann, wenn archiologische Griinde fiir eine gleiche Her-
kunft sprechen oder durch die Analyse stark unterschiedliche Anteile von Bei-
mengungen gefunden werden®. Statt des arithmetischen Mittels (V.1) der ein-
zelnen Verdiinnungsfaktoren f; wird von der Brookhaven-Gruppe [Har76] das
geometrische Mittel

i} m 7

fo= ﬁfj = Hy—] (V.2)

7=1 $]

verwendet. Kinige Arbeitsgruppen, darunter auch die Brookhaven-Gruppe, ar-
beitet statt mit den Rohdaten der Elementkonzentrationen mit deren Logarith-
men (siehe Abschnitt 1.5 und Kapitel 1X). (V.2) entspricht dem arithmetischen
Mittel von log(y;/x;).

Der wesentliche Unterschied zwischen geometrischem und arithmetischen
Mittel der Verdiinnungsfaktoren ist die Symmetrie. Wihrend im allgemeinen

1/f # g

gilt (auBer fiir f; = f fiir alle j), ist fiir das geometrische Mittel der
Verdiinnungsfaktoren immer

—=g0=I17] - (V.3)

Nicht zuletzt wegen dieser Symmetrie wird (V.2) gegeniiber (V.1) in Brookha-
ven bevorzugt.

Mit der geschilderten Praxis, nur “bei Verdacht” auf Verdiinnung zu korri-
gieren, werden zwar die manchmal mehr als 10 % ausmachenden eigentlichen
Verdiinnungseffekte beseitigt, kleinere Verdiinnungs- oder Verschiebungseffekte
bleiben jedoch unerkannt und erh6hen nur die Streuung innerhalb einer Refe-
renzgruppe.

[Say76] schildert neben der beschriebenen Prozedur der “bei-Verdacht-
Korrektur” auch die Mdoglichkeit, innerhalb einer Referenzgruppe alle Proben

Ca als Bestandteil von Calcit kann bei der NAA direkt mit bestimmt werden. Allgemein
wird jedoch der Nachweis unterschiedlicher Beimengungen eher tiber eine petrographische
Analyse erfolgen, die “verdiinnende” Komponenten in der Matrix des Materials direkt erkennt.
Dazu ist allerdings eine mit einer zweiten Methode erfolgende Analyse an der gleichen Scherbe
notwendig. In Reihenmessungen wird diese meist nicht durchgefiihrt.
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durch einen “best relative fit” dem Gruppenmittelpunkt anzundhern. Damit
werden automatisch alle Verdiinnungs- und Verschiebungseffekte herausgemit-
telt und die Gruppenstreuung wesentlich kleiner. Weiter unten im Abschnitt
VIIL.2 wird noch ndher auf dieses Verfahren eingegangen.

V.2.2 Konzentrationsverhaltnisse und Winkel

Eine Methode, von Verdiinnungseffekten voéllig unabhdngig zu sein, ist die Ver-
wendung von Konzentrationswert-Verhiltnissen. Ist ein Datenvektor y um einen
Faktor f > 0 gegen einen anderen Vektor x verschoben (d. h., gilt y = fx, so
gilt

Yi _ %

Yk Tk
fiir zwei beliebige Elemente j und k& unabhingig von f. Die Gleichung gilt auch
noch, wenn in Ziahler und Nenner Linearkombinationen von Konzentrationen
stehen. Insgesamt gibt es m — 1 voneinander unabhingige Verhiltnisse zweier
Elemente fiir einen Datenvektor (einen Freiheitsgrad stellt der Verdiinnungs-
faktor dar). Rechentechnisch am einfachsten ist es, von den m Elementen eines
in den Nenner und die iibrigen m — 1 in die Zihler der neuen Variablen zu
schreiben. Eine demgegeniiber beziiglich der Darstellung symmetrischere Form
mit m allerdings nicht unabhingigen Variablen ist die Transformation

Tj

SkTk
[Ait86] beschreibt die Eigenschaften der so transformierten Vektoren fiir Lo-
garithmen der Konzentrationswerte in aller Ausfiihrlichkeit (siehe auch Ab-
schnitt 1X.3). [Lee89] verwendet dieses Verfahren fiir die Beriicksichtigung von
Verdiinnungseffekten bei der Herkunftsbestimmung. Auch [Hug83] verwendet
Verhiltnisse von Elementen zur ersten Vorgruppierung. Er stellt fest, daff die
Werte alle ungefahr gleich aussehen, bemerkt aber bei der Betrachtung der Roh-
werte groflere Unterschiede und sogar, dafi die Unterschiede offenbar alle Ele-

r; —

mente gemeinsam betreffen. Dies alles deutet auf einen typischen Verdiinnungs-
effekt in seinen Daten hin.

Die fehlende Anwendung von Verhiltnissen bei der Herkunftsbestimmung
ist vielleicht auch darauf zuriickzufiihren, daf§ Verhiltnisse weniger anschaulich
sind als die Zahlenwerte selbst. [Har76] schligt unter Verweis auf [Sne73] als
weitere verdiinnungsunabhdngige Methode den Kosinus zwischen zwei Daten-
vektoren vor (siehe Formel (I1.2)). Anschaulich gesprochen bedeutet dies im
m-dimensionalen Hyperraum den Ubergang zu Polarkoordinaten und den Ver-
zicht auf die Radius-Komponente. Hiervon sind Anwendungen allerdings bisher
nicht bekannt.

V.3 Verdiinnungsfaktorfit als Filter
V.3.1 Publizierte Methode

Die oben vorgestellten “best relative fits” (V.1) und (V.2) beriicksichtigen we-
der Unsicherheiten in den Datenpunkten noch eine Streuung der Referenzgrup-
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pe. Um eine schnelle Berechnung und Uberpriifung im Einzelfall auszufiihren,
mogen sie geniigen. Insgesamt ist die Nicht-Beriicksichtigung von Fehlern aller-
dings unbefriedigend. [Mom88] schligt deshalb die gewichtete Berechnung des
Verdiinnungsfaktors vor:

- é ( j; f: (V.4)

= (a5,)

Dies ist das iibliche gewichtete arithmetische Mittel der einzelnen Verdiinnungs-
faktoren und damit auch die gewichtete Form von (V.1). Die Unsicherheiten der
Einzelfaktoren f; (=y;/x; wie oben) sind dabei gegeben durch

2 2
or = fi.l [ 22 Jzy _
& LJ(%) +(%)’ v

womit sowohl die Ausdehnung der Referenzgruppe beriicksichtigt wird (die Pro-
be muf nicht notwendigerweise aus dem Zentrum der Gruppe stammen) als auch
die MeBlunsicherheiten der Probe selbst. In der gleichen Arbeit wird auch auf die
Einsatzmoglichkeiten dieses Verdiinnungsfaktorfits als Filter hingewiesen. Sol-
len ndmlich Verdiinnungseffekte bei der Gruppierung grundsitzlich eliminiert
werden, so sind Proben, die “gleich bis auf einen Verdiinnungsfaktor” sind, als
insgesamt gleich zu betrachten. Unterscheiden sich aber y und x nur um einen
gemeinsamen Verdiinnungsfaktor f, so miissen die berechneten individuellen f;
fiir die einzelnen Klemente innerhalb der Fehler iibereinstimmen. Ahnlich wie
(IV.1), (IV.2) und den Gleichungen des Abschnittes I11.3 148t sich damit ein
x2-Test formulieren:

df 0.K., red(Y7 1 Z 0_ (V6)

]:1 f]

Statt der Gleichheit der Konzentrationsvektorkomponenten wird hier auf
die Gleichheit der Verdiinnungsfaktoren fiir jedes KElement gepriift. Die
Verdiinnungsfaktoren fiir die einzelnen FElemente werden dabei als normal-
verteilt um einen Mittelwert angenommen. d%’o_K_’red folgt daher fiir bis auf
Verdiinnung gleiche Proben einer x2 ;-Verteilung. Die Reihenfolge der Vekto-
ren x und y bedeutet ein Schieben des zweiten Vektors (hier x) auf den ersten
(hier y). fx soll also y méglichst gut annihern. Um fehlende MeBwerte zu
beriicksichtigen und (fiir gleiche Proben) normierte Werte um 1 herum zu er-
halten, wurde in [Mom88] direkt die normierte “reduzierte” Form wie in (V.6)
angegeben.

(V.6) war das erste Filterverfahren iiberhaupt, das neben der Gruppenstreu-
ung auch die Fehler der Einzelproben beriicksichtigte und den y*-Test explizit
anwendete (obwohl die auf der einfachen Formel (I11.4) beruhenden Methoden
ilter sind). In der Bonner Arbeitsgruppe wurde es als alleiniger Filter benutzt
und damit beim Gruppieren Verdiinnungseffekte korrigiert. Anwendungen sind
unter anderem in [Gun91] und [Mom92] beschrieben. In Bonn wurden dane-
ben die Mitglieder aller gefundenen Referenzgruppen noch um den nach (V.4)
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gefundenen Verdiinnungsfaktor korrigiert, mit dem Ergebnis erheblicher Ver-
ringerung der Streuungen und damit besserer Definition der Referenzgruppen
(“schirferer Fingerabdruck”) [Mom91al. Eine ausfiihrliche Diskussion dazu fin-
det sich im Abschnitt VII.2.

Die beschriebene Verdiinnungsfaktorfit hat jedoch Nachteile:

1. Korrelationen zwischen den einzelnen Elementen werden nicht beriicksich-
tigt (nur die Diagonalelemente der Varianz-Kovarianz-Matrix gehen in die
Rechnung ein).

2. Das berechnete d? zwischen zwei Proben ist nicht symmetrisch, d.h.
d?,o.K.,red(y7 X) 7& dé,o.K.,red(y7 X), wo

I ST Ry

7=1 (Ul/fj 7=1 1/f1
= 1/f; F1/])
das gewichtete Mittel der reziproken Verdiinnungsfaktoren ist. Mit der

Konvention der Reihenfolge der Datenvektoren in d%’O.K_’red(y,x) und

d;,o.K.,red(y7 x) kann lediglich die eine Form durch Vertauschen der Rei-
henfolge in der anderen ausgedriickt werden:

d%,o.K.,red(yv X) = dé,o.K.,red(xv y)

Der erste Punkt ist fiir Kinzelproben und kleine Gruppen wegen der Unsicher-
heit der bestimmten Korrelationskoeffizienten ohne allzu grofie Bedeutung und
dariiber hinaus einfach zu bereinigen. Der zweite jedoch bedeutet bei der Grup-
pierung einen stindigen Unsicherheitsfaktor, wie im Abschnitt V.3.3 noch dis-
kutiert wird.

V.3.2 Beriicksichtigung von Korrelationen

Es gibt eine Moglichkeit der Erweiterung von (V.4) und (V.6), die die vollstandi-
gen Kovarianzmatrizen Sy und Sy enthilt:

d?,red(yvx) = ;ii M(S;ell)]k(fkf%f) (V7)

= ——(f-f))S; L(f - 1))

Dabei ist S,q) die “Kovarianzmatrix der relativen Fehler” mit

Sl‘]k + Syjk‘

Srel jk =
TiTe  YjYk

und Sg die Kovarianzmatrix der f;, die aus S, und S, durch Fehlerfortpflanzung
entsteht:
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Ty Ty
S¢ = Sy (V.8)
—_Ym —_Ym
z3, z3,
1 1
N N
+ Sy
_ 1 _ 1
bl h
= Sl'el
Im Im

= YXIxlgyx-1x-1ly 4 x-tsg,x!
= F(X!syX 1+ v 1ls, vy HF

j kennzeichnet den m-dimensionalen Vektor, der nur Einsen enthilt, f den Vek-
tor der einzelnen Verdiinnungsfaktoren f;. Die (nur zur Schreibvereinfachung)
eingefiihrten Matrizen F, X und Y sind Diagonalmatrizen mit den Eintrigen
der Vektoren f, x und y auf der Diagonalen, also z. B. I;; = f;. Der mittlere
Verdiinnungsfaktor f wird berechnet aus

T i (U F) (S )ik (L] fr)
N S AN VI RPN CYE (V-9)

= (Jsgd) T lspE

Diese Gleichungen ergeben sich durch konsequente Anwendung der Fehlerfort-
pflanzungsrechnungen aus x und y mit den in [Bra81] beschriebenen Methoden.
Auch hier gilt aber wieder, daf8 fiir nur aus wenigen Mitgliedern bestehenden Re-
ferenzgruppen die Mitnahme von Korrelationen nicht immer sinnvoll ist, wenn
die Korrelationskoeffizienten mit zu grofler Unsicherheit behaftet sind.

V.3.3 Die Frage der Symmetrie

Die Unsymmetrie bei der Vertauschung von x und y wird durch die Ausweitung
auf Korrelationen natiirlich nicht beseitigt. Sie ist insofern stérend, als bei einem
Filterproze mit V.6 der berechnete d*-Wert zwischen zwei Proben oder einer
Probe und einer Gruppe davon abhingt, ob f = M oder g = m berechnet
und damit korrigiert wird. Der Unterschied zwischen de',o.K.,red und dz,o.K.,red
sowie die Abweichung von f-¢g = f; - (1/f;) von 1 sind in der Abbildung V.2
exemplarisch fiir zwei der Proben aus dem Pingsdorf-Langerwehe-Datensatz
dargestellt. Wie aus der Abbildung hervorgeht, ist fiir dhnliche Proben (mit
kleinem d?) die Unsymmetrie bei der eigentlichen Berechnung des mittleren
Verdiinnungsfaktors weniger kritisch. f-g & 1 ist meist erfiillt. Das als Grund-
lage der Zuweisung dienende d?,o.K.,red unterscheidet sich jedoch manchmal be-
trachtlich von dé,o.K.,red’ so dafl das Zusammenfassen zweier Proben zu einer
Referenzgruppe davon abhingen kann, welche Probe bei der Etablierung von
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Abbildung V.2: Unsymmetrie bei Verwendung eines mittleren Verdiinnungsfak-
tors

Aufgetragen ist oben das Verhiltnis dé,o.K.,red/dg,o.K.,red (als Ma$B fiir die Ab-
weichung dieser beiden Gréfien) gegen d%,o.K.,redv unten das Produkt aus mitt-
lerem Verdiinnungsfaktor f und mittlerem reziproken Verdiinnungsfaktor g,
ebenfalls gegen d? . .. Jeder Punkt kennzeichnet eine Probe des Pingsdorf-
Langerwehe—Dater’lsat’zes. Links sind als Referenz die Konzentrationswerte der
Probe “Ping 42” vorgegeben, rechts die von “CFA 10”, einem der auf der Da-
tenbank ebenfalls vorhandenen CFA-Standards (siehe Abschnitt 11.2).

Die Asymmetrie in den d* nimmt nach gréBeren Werten von df | .q 2U, eben-
so die Abweichung von f - g vom Wert 1, was ebenfalls auf cine Unsymmetrie
im Berechnungsverfahren der Verdiinnungsfaktoren hindeutet. Bedingt durch
die Gewichtung mit dem Fehler des Verdiinnungsfaktors in (V.4) gilt immer
f g <1 (Anhang B.1). Wie insbesondere bei Ping 42 zu sehen, wird diese
Abweichung von 1 mit steigendem d?’o_K_’red grofler, fiir als “dhnlich” zu be-
zeichnende Proben ist sie unwesentlich.

Der CFA-Standard demonstriert die Undhnlichhkeit dieses Materials mit den
Keramikproben: nur die anderen acht CFA-Proben des Datensatzes weisen klei-
ne d? auf, fiir die Keramik gilt d%’o_K_’red(CFA 10, Keramik) > 100. Bei dieser
Probe wird aber auch deutlich, da§ bereits bei kleinen Werten von d?’O.K_’red
der Unterschied zwischen d?,o.K.,red und dé,o.K.,red etwa 20 % betragen kann.
Dies erschwert unter Umstidnden die Bildung von oder die Zuweisung zu Refe-
renzgruppen (siehe Text) .
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Abbildung V.3: Histogramme aus mittlerem Verdiinnungsfaktor, Referenzwerte
von Einzelprobe.

Von oben nach unten ist dargestellt: df |k roqr @2 oK. reds DU4P, 0K, rea NaCh
Formel (IV.2). Als Referenzwert dient die Probe Ping 42 (vgl. Abbildung V.2),
hier durch “a” gekennzeichnet. Andere Proben des Datensatzes sind mit b —
z und a, B, &, n bezeichnet. (Die Zuordnung der Buchstaben hier entspricht
nicht der der Abbildung 1V.2.) Die unterschiedlichen Stellung eines Buchsta-
bens in den Histogrammen kennzeichnet die durch die verschiedenen y?-Filter
erhaltenen Werte. Der Unterschied zwischen den beiden oberen Histogrammen
ist die mit dem mittleren Verdiinnungsfaktor (V.4) verbundene Asymmetrie,
die abhdngig von der Referenzprobe zwei Proben als mehr oder weniger gleich
klassifiziert. Das untere Bild dient als Vergleich mit dem fehlergewichteten
d314p. oK. rea (TV-2) des Kapitels TV.

Die Zuordnung Buchstabe <+ Probe fiir dieses Histogramm ist in der Tabelle
A.2 des Anhangs A.2 gegeben.
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Gruppen als Referenzprobe vorgegeben wird. Abbildung V.3 illustriert dieses
Problem. Zwar unterscheiden sich fiir Proben mit d%,o.K.,red < 5 die Werte von
d?,o.K.,red und dz,o.K.,red absolut nicht allzu sehr, jedoch sind im Einzelfall (Pro-
ben 1, q) durchaus Differenzen der Werte von mehr als 1 zu beobachten. Wird
Probe a zur Etablierung einer Referenzgruppe vorgegeben und d?,o.K.,red =5
als Abschneidegrenze gewihlt®, so wird Probe | zunichst zur Referenzgruppe
hinzugefiigt. Wire | die vorgegebene Einzelprobe, so wiirde a auf der gleichen
Basis verworfen. Mit der Probe q beziiglich a verhilt es sich umgekehrt: mit
a als Referenzprobe wire q nicht dhnlich, mit q als Referenzprobe a allerdings
doch. Fiir Proben mit gréferem df ;. .4 wird diese Unsymmetrie noch deut-
licher. Eine Vorgruppierung auf der Basis der MefBfehler, wie in Abschnitt IV.1
vorgestellt, ist damit zwar moglich, liefert aber kein eindeutiges Bild. Dassel-
be gilt fiir den Einsatz von (V.6) als Dissimilaritdtsmaf in der hierarchischen
Clusteranalyse (siehe Abschnitt 11.2), wie in [Mom88] vorgeschlagen. Ein ent-
sprechendes Dendrogramm wire abhingig von der Reihenfolge der Proben im
Datensatz.

Auch fiir eine Zuweisung zu einer bereits bestehenden Gruppe kann der
d;{ (O_K_’)red—Filter problematisch sein. Da aber beim Test auf Gruppenzugehérig-
keit im Gegensatz zur Etablierung von Gruppen die Abschneidegrenze ziemlich
fest liegt (di (0.K.,) red ~ 1.5) und klein genug ist, macht sich die Asymmetrie hier
weniger bemerkbar. Allerdings konnen Zweifelsfélle auftreten, wie in Abbildung
V.4 gezeigt. In Amarna, der Stadt des dgyptischen “Sonnen”pharao Kchnaton
und seiner Gemahlin Nofretete gefundene Gefédfle vom mykenischen Typ werden
mit einer (nicht mit dargestellten) Referenzgruppe aus der Gegend um Mykene
selbst verglichen. Da Amarna nur wihrend der Regierungszeit des Pharao Ech-
naton selbst existierte und die dgyptische Chronologie die einzige “absolute””
im 8stlichen Mittelmeerraum fiir diese Zeit ist, ist eine genaue Herkunftsbe-
stimmung der Gefifle vom mykenischen Typ von erheblicher Bedeutung. Wie
aus der Abbildung hervorgeht, sind bei Verwendung des Verdiinnungsfaktor-
filters die meisten der in Amarna gefundenen griechischen Gefifle tatsichlich
der vorgegebenen Referenzgruppe zuzuordnen und damit aus der Gegend von
Mykene selbst, und nicht, wie von manchen Archiologen auch vermutet wurde,
von einer der Inseln des &stlichen Mittelmeerraumes®. Auch hier aber fillt ins-
besondere bei Proben mit di red > 1 ein Unterschied zwischen di req und d; red
auf (auffillig bei den Proben a und h, deutlich auch noch bei b, q, und y). Bei
einigen der Proben (t,h) kann dies dazu fiihren, daB sie auf der Basis von d} __,
als nicht zur Referenzgruppe gehorig verworfen werden, wihrend auf der Basis
von dg,red diese Proben ndher an die Referenzgruppe heranriicken. Wéahrend bei
h die Irrtumswahrscheinlichkeit bei Verwerfen jedoch unter 1% bleibt (0.944 %

5Bei der ersten Etablierung von Referenzgruppen kann eine so hohe Abschneidegrenze noch
sinnvoll sein, siehe Abschnitt 1V.1.

"Eine absolute Chronologie in der Terminologie der Frithgeschichte ist iiber zeitlich ab-
solute Fixpunkte (z. B astronomische FEreignisse) gestiitzt. Sie ist eines der besten Mittel,
iiber erkannte Verbindungen zwischen verschiedenen Vélkern andere Kulturkreise ohne solche
Chronologie zeitlich einzuordnen.

8FEine ausfiihrliche Diskussion der Herkunftsbestimmung und der archiologischen Probleme
dieses Komplexes findet sich in [Mom92] und den dort angegebenen Referenzen.
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Abbildung V.4: Histogramme aus mittlerem Verdiinnungsfaktor, Referenzwerte
durch Gruppe vorgegeben

Die Darstellung entspricht der der Abbildung V.3. Als Referenzwert dient eine
Gruppe von 61 Proben. Die 24 dargestellten Proben (a-z ohne Verwendung der
Buchstaben j und 1, entsprechen Amar 1 —23 und 12 W in dieser Reihenfolge in
[Mom92]) sind nicht in die Berechnung der Referenzwerte eingegangen, sollen
aber zwecks Herkunftsbestimmung auf Gruppenzugehorigkeit getestet werden
(siche Haupttext). Im Gegensatz zu Abbildung V.3 sind hier alle Werte unter
Beriicksichtigung von Korrelationen in der Referenzgruppe berechnet worden.
Nicht dargestellte Buchstaben weisen fiir die jeweilige Grofle Werte grofier als
10 auf.

Auch hier wird wieder die Asymmetrie zwischen d?,red und d;red deutlich.
Eindrucksvoll ist das “Heranschieben” von Proben zur Referenzgruppe durch
Beriicksichtigung eines Verdiinnungseffektes, wie man beim Vergleich der oberen
beiden mit der unteren, Verdiinnung nicht beriicksichtigenden Mahalanobisdi-

stanz mit MeBfehlern d3;. p .4 (IV.1) erkennt.
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fiir d?’red = 1.8 und 26 verwendete Elemente?), wichst sie fiir t bis auf 3%
(bei df .4 = 1.6), womit der AusschluB dieser Probe nicht mehr unbedingt ge-
1‘echtfe7rtigt ist. Hier gibt die Asymmetrie des mittleren Verdiinnungsfaktors also
ebenfalls zu Unsicherheiten Anlaf; und eine symmetrische Formulierung wire
wiinschenswert. Das Beispiel der Amarna-Proben wird weiter unten (Kapitel
VII) noch weiter diskutiert.

Die Abbildungen V.3 und V.4 demonstrieren insgesamt aber auch die
Brauchbarkeit eines an einen Verdiinnungsfaktor gebundenen y?-Tests. Das Fil-
terverfahren (IV.1) des Kapitels IV ist in beiden Abbildungen zum Vergleich
mit dargestellt. In Abbildung V.3 liefert d%O.K.’red abgesehen von der Probe q
zumindest keine grofieren Werte fiir als “&hnlich” in Frage kommende Proben
als (IV.2). Dagegen sind einige andere Proben (h und m) bei Beriicksichtigung
von Verdiinnungseffekten der Probe a deutlich dhnlicher, als wenn die nur feh-
lergewichtete Form d§A+P’O.K_7red (TV.2) berechnet wird. Beide Proben weisen
deutlich von 1 unterschiedliche Werte von f auf (1.07 fiir h, 0.92 fiir m). Bei
diesen Proben ist also ein Teil der Abweichnung der Konzentrationswerte durch
Verdiinnungseffekte zu erkldren. Noch deutlicher wird dies in der Abbildung V.4
beim Vergleich von Einzelproben mit Gruppenwerten. Sechs Proben (d,g,i,n,q,s)
werden iiberhaupt nur bei Beriicksichtigung von Verdiinnungseffekten als zur
Referenzgruppe gehérig erkannt, bei der Verwendung der (um MeBfehler erwei-
terten) Mahalanobisdistanz dij,p .. rea (IV.1) wiirde ihre Herkunft von der
Argolis verworfen, obwohl es keine archiologischen Griinde fiir verschiedene
Herkunftsorte dieser Proben gibt. Speziell derartige Erscheinungen fiihrten auf
das Konzept des “mittleren Verdiinnungsfaktors” (s.o.). Weiter unten (Kapitel
VII) bei der Diskussion einer “symmetrischen” Behandlung von Verdiinnungs-
effekten wird dieser Aspekt noch weiter diskutiert.

Im gewichteten kall liefert auch das geometrische Mittel der Verdiinnungs-
faktoren keine symmetrische Form mit fgeo = l/ggeo mehr mehr. Die allgemeine
Formel des gewichteten geometrischen Mittels liefert:

n () ]/Z(H)

fgeo = H fj & (V.IO)
1=1

Auch hier ist die Unsymmetrie durch die von f; abhingigen Gewichte (V.5)
bedingt. Dariiber hinaus ist eine entsprechende y%-Formulierung fiir die geome-
trische Rechnung nicht ohne weiteres anzugeben. Hier wird deshalb auf (V.10)
nicht weiter eingegangen.

Das Hauptproblem des nach (V.4) berechneten mittleren Verdiinnungs-
faktors ist die Tatsache, dafl die Annahme einer Normalverteilung der
Verdiinnungsfaktoren wie in (V.1, ungewichtet) oder (V.4, gewichtet) automa-
tisch eine Normalverteilung der Inversen dieser Gréflen verbietet. Die sich bei
Inversion einer normalverteilten Variablen ergebende Verteilung ist nicht wieder
eine symmetrische Normalverteilung, sondern schief. Dies wiirde eine Unsym-

?Das 26. Flement ist das zum Zeitpunkt dieser Untersuchung noch mit vermessene Gd,
siehe Abschnitt 1.3.
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metrie in der Natur selbst implizieren, die sich bei einem unterschiedlichen Mi-
schungsverhiltnis zweier Komponenten zwischen An- und Abreicherung einer
Komponente bemerkbar machte. Dafiir gibt es jedoch keinen Grund. Deshalb ist
die Annahme von normalverteilten Verdiinnungsfaktoren der einzelnen chemi-
schen Elemente nicht gerechtfertigt. Im nichsten Kapitel wird eine alternative
und weitaus allgemeinere Berechnungsmethode aufgezeigt.
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Kapitel VI

Mathematik: Verianderung von
Elementmustern

Ein gemessenes Konzentrationsmuster einer aus irgendwelchen Bestandteilen
zusammengesetzten Substanz wird sowohl durch diese Bestandteile beim Ent-
stehen der Substanz als auch durch die Geschichte nach der Entstehung und die
Messung selbst beeinflufit. [Ste90] nennt als beeinflussende Faktoren fiir das ge-
messene Konzentrationsmuster das Muttergestein, die Verwitterungsgeschichte,
die Transport- und Ablagerungsgeschichte des Sediments, die menschliche Be-
arbeitung, die archdologische Geschichte und die Analyse selbst. Ein Vergleich
von Elementmustern mufl diese Faktoren insoweit in Betracht ziehen, als sie
fiir verschiedene, selbst aus der gleichen Lagerstdtte produzierte Proben un-
terschiedlich sein kénnen, beruht doch das Prinzip der Herkunftsbestimmung
auf dem Vergleich der Elementmuster des produzierten Stiickes, und nicht dem
des vermessenen. In diesem Kapitel wird zundchst eine allgemeine mathema-
tische Beschreibung der Verinderung von Elementmustern eingefiihrt. Damit
wird eine Korrektur der unterschiedlichen Verdnderungen im Ausgangselement-
muster moglich, was an zwei Beispielen demonstriert wird. Die Korrektur auf
Verdiinnung (eines der Beispiele) ist ein Spezialfall der hier entwickelten Me-
thode. Zum Schlufl werden die Abweichungen des hier vorgestellten Verfahrens
von der eng verwandten Kleinste-Quadrate-Methode diskutiert.

Das Verfahren mag trotz der immer wieder eingestreuten Beispiele sehr for-
mal wirken. Diese formale Beschreibung gestattet es allerdings, alle denkbaren
Verdnderungen eines Klementmusters zumindest theoretisch zu beriicksichtigen.
Fiir die Praxis reduziert sich der Formalismus meist auf einfache Spezialfille, die
aber iiber den Algorithmus miteinander verkniipft und auch zu komplizierteren
Rechenverfahren ausgebaut werden kdénnen.

VI.1 Elementmusterverinderung als Abbildung

VI.1.1 Allgemeine Formulierung

Fiir die Zwecke dieser Arbeit ist es sinnvoll, einen durch Messung erhaltenen
Konzentrationsvektor w als Funktion zu schreiben:

w=¢w(Z1,wr - Zp,w; QL ws - O w) (VI.1)

Dabei sind die p Vektoren z, w die Ausgangsmaterialien, von denen die gemes-
senen Konzentrationen abhingen (z. B. Ton, natiirliche Beimengung und Ma-
gerung) und die r Parameter a, w die Gréflen innerhalb der Funktion &w, die
beispielsweise die Anteile der einzelnen Komponenten z, w angeben oder eine
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zeitliche Anderung des Konzentrationsmusters beschreiben. Sowohl Ausgangs-
materialien z als auch Parameter o und sogar die funktionale Abhingigkeit &
kénnen von Probe zu Probe unterschiedlich sein (Verdiinnungsfaktor, Zusam-
mensetzung, Verwitterung, etc.) und sind deshalb mit dem Index w fiir den
Probenvektor gekennzeichnet!. Unterschiedliche Ausgangszusammensetzungen
sind gerade das, was bei der Gruppierung iiberpriift werden soll, unterschiedli-
che Parameter kénnen zum Beispiel unterschiedlich lange Bodenlagerungszeiten
oder Verdiinnungsfaktoren fiir zwei verschiedene Scherben sein, und eine ver-
schiedene funktionale Abhingigkeit vom Ausgangsmaterial und den Parame-
tern ergibt sich beispielsweise bei unterschiedlichen Herstellungsverfahren oder
Bodenlagerungsbedingungen. Wihrend die Verwitterung bei einer Scherbe bei-
spielsweise als niherungsweise linear abhingig von der Zeit betrachtet werden
kann, kann in “aggressiver Umgebung” eher eine exponentielle Abhingigkeit
auftreten. Insgesamt ist die so definierte Funktion & eine Abbildung vom p-

fachen m-dimensionalen Raum in den m-dimensionalen Raum (vgl. Abbildung
VI.1):

&: R™x...x R" — R™
—_————
p mal (VI1.2)
zy...Zp — &(z1,...,2pi0q, ..., )

Die p Ausgangsmaterialien (mit je m Elementen) fiihren iiber den Herstellungs-
prozeBl, die anschlieende Verwendung, die Bodenlagerung, die Probennahme
und die Messung zu dem letztendlich bestimmten Konzentrationsmuster mit m
Elementen. Dies wird durch die Funktion £ ausgedriickt.

Ein Vergleich zweier gemessener Datenvektoren x und y auf der Basis der
um die Meffehler erweiterten Mahalanobisdistanz (IV.1) soll auf gleiche Her-
kunft testen. Dies entspricht gleichem oder gleichen Ausgangsmaterialien z. Die
durch einige Parameter a bewirkten Anderungen, durch die Funktionen & und
& zum Ausdruck gebracht, miissen dabei beriicksichtigt werden, zumindest
insoweit, wenn sie fiir x und y unterschiedlich sind. Die Formel (IV.1) beriick-
sichtigt dies nicht, sondern behandelt die gemessenen Vektoren, als seien sie die
eigentlich zu vergleichenden Ausgangsgréfien?:

Bryp(x,y) = ‘(x—y)(Sx+Sy) M x-y) (VL3)
= Y&e( ) =&y (- ) (Sx +Sy) T HE () — &y (L) -

Die ist nur dann gerechtfertigt, wenn die Funktion & = £(z) ~ z fiir alle un-
tersuchten Proben ist, also ndherungsweise die Identitdt, mit nur einem Aus-
gangsmaterial und keinen weiteren Verdnderungen. Fiir Keramik, deren Spu-
renelementmuster beim Brennen fixiert wird und sich auch bei lingerer Boden-
lagerung kaum verdndert, ist diese Niherung oft gerechtfertigt und reicht im

'¢w ist im Gegensatz zu manchen Mathematikbiichern nicht die Ableitung nach w !

2Generell werden in diesem Kapitel die normierten “reduzierten” Formen nicht verwendet,
um die Ubersichtlichkeit der manchmal ohnehin schon komplexen Formeln nicht noch weiter
einzuschrinken. Die Normierung geschieht aber einfach durch Multiplikation mit 1/m oder
1/(m — k), k Anzahl der aus den Daten geschitzten Parameter. Lediglich, wo es sinnvoll
erscheint, wird gesondert auf die Normierung hingewiesen.

105



gemessene Konzentrationen

V2 ’ W

e

€1(Zy wZo w0y

7
27 &2y wZaw
P

@)

Zy

Ausgangskonzentrationen

Abbildung VI.1: Konzentrationsmusterverdnderung als Abbildung
[lustriert ist die Verdnderung der Elementmuster durch verschiedene Funktio-
nen £ und Parameter a. Die Achsen z7 und z5 reprisentieren je eine Ausgangs-
konzentration, sind also selbst Vektoren und nicht nur Komponenten davon.
Der Ubergang vom zwei- zum eindimensionalen Koordinatensystem der Ziel-
vektoren w soll das Vorhandensein nur einer zu vermessenden Konzentration
pro Probe und damit die mégliche niedrigere Dimension des Bildraumes von &
illustrieren (mehrere aus m Elementen bestehende Ausgangsmaterialien fiihren
zu nur einem aus m Elementen bestehenden vermessenen Konzentrationsvek-
tor). Die eigentlich notwendige vieldimensionale Darstellung kann durch dieses
Schema nur angedeutet werden, es wird aber deutlich, dafl der Definitionsraum
(die Ausgangskonzentrationen) héherdimensional sein kann als der Bildraum
(die gemessenen Konzentrationen) von £. Unterschiedliche funktionale Formen
werden durch unterschiedliche Form und Strichelung des Abbildungspfeiles illu-
striert, die Verinderung des Parameters a durch den unterschiedlichen Winkel
des unteren Teils des Abbildungspfeiles von &;. Sowohl unterschiedliche funktio-
nale Form als auch unterschiedliche Parameter in derselben funktionalen Form
fiihren dazu, daf gleiche Ausgangs- zu verschiedenen gemessenen Endkonzen-
trationen fiihren.
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allgemeinen aus, um eine Gruppierung zu erhalten. Dabei ist das Ausgangs-
material nicht notwendig der reine Ton, sondern oft bereits eine Mischung aus
aufbereitetem Ton und kiinstlichen Beimengungen, vielleicht zusdtzlich durch
das Brennen verdndert. Nur auf die Gleichheit dieses Materials wird in der
Regel getestet. Viele bisher publizierten Arbeiten gehen davon aus, daf§ obige
Niherung gerechtfertigt ist, und weisen auf Ausnahmen bei einzelnen Proben
explizit hin. Ist die Annahme giiltig, 148t sich (VI1.3) auch schreiben als

d§/1+P(X7Y) = d12\/I+P(ZXaZy) (V[-4)
— (aax —21,y)(Sry  +Sn, ) Bk —21y)

Es werden also nicht die Differenzen der gemessenen Konzentrationsvektoren x
und y in Einheiten ihrer Unsicherheiten betrachtet, sondern die Differenzen der
Ausgangskonzentrationen zy yx und z y in Einheiten ihrer Streuungen. Unter
der Voraussetzung £(z) = z ist dies von den Zahlen her natiirlich das gleiche.
Die Aquivalenz von (VI1.3) und (VI.4) ist auch dann noch gegeben, wenn die
Funktion {(v; «) fiir alle betrachteten Proben die gleiche Form hat, die Parame-
ter « fiir alle Proben gleich sind und £ als nur von einer Ausgangskonzentration
v abhingend angesehen werden kann (wobei das natiirlich wieder eine feste
Mischung aus mehreren Bestandteilen sein kann). Dies ist aber nicht notwendi-
gerweise der Fall. Im allgemeinen gilt

d12v[+P (x,y) # d12\4+P (zx, ZY) (VL.5)

(sieche Abbildung VI.2). Im nichsten Abschnitt wird dies am Beispiel der
Verdiinnung demonstriert.

Wird £ von mehr als einer Ausgangszusammensetzung bestimmt und kann
die obige Ndherung nicht gemacht werden, so muf} fiir “gleiche Rezeptur” auf
die Gleichheit aller Ausgangskomponenten getestet werden, und zwar entweder,
indem (V1.4) fiir jedes Komponentenpaar (zy, x, zk,y) gesondert berechnet wird
oder gleich iiber alle verschiedenen Bestandteile summiert wird:

{
d1</1+P (ZXa Zy) = Z t(Zk,x - Zk,y)(szkx + SZk7y)_1(zk,x - Zk,y) . (VI'G)
k=1

Die Summation erfolgt iiber alle in beiden Proben enthaltenen Bestandteile k
(z. B.:k = 1 Ton, k = 2 natiirliche Beimengung des Tons, k = 3 Sandmagerung,
k = 4 organische Magerung). Manche Bestandteile kénnen je nach Zielsetzung
beriicksichtigt oder weggelassen werden. Fiir eine reine Herkunftsbestimmung
sind im allgemeinen nur der Ton selbst und gegebenenfalls noch seine natiirli-
chen Beimengungen entscheidend, bei Priifung auf unterschiedliche Rezeptur
sind dariiber hinaus noch die Magerungsbestandteile zu beriicksichtigen.

Ohne zusitzliche Informationen ist es aus der Messung des Konzentrations-
musters einer Scherbe allein allerdings nicht moglich, auf mehrere Ausgangs-
bestandteile zuriickzurechnen. Dies wird im Abschnitt V1.2 noch ausfiihrlich
erldutert.
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Abbildung VI.2: Abstinde bei Ausgangs- und gemessenen Konzentrationen
Zur Erliuterung der Darstellung siehe Abbildung VI.1. llustriert wird
der durch unterschiedliche funktionale Form und unterschiedliche Dimensi-
on von Defininitions- und Zielraum (Ausgangs- bzw. vermessene Konzen-
tration) bedingte Unterschied zwischen berechnetem Abstand d(x,y) der
vermessenen Konzentrationsvektoren x und y und tatsidchlichem Abstand
d((z1,x,22,x), (21,y,22,y)) der Ausgangskonzentrationen. Auch hier wird un-
terschiedliche funktionale Form wieder durch unterschiedliche Abbildungspfeile
reprisentiert, auf zusitzliche Parameter wurde der Deutlichkeit halber verzich-
tet. Man beachte, dafl der eingezeichnete Abstand d ist. Im Text wird zur Ver-
einfachung der Darstellung und wegen der y2-Eigenschaften im allgemeinen mit
d* gearbeitet.
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VI1.1.2 Ein Beispiel: Verdiinnung

Fiir einen reinen Verdiinnungseffekt ist die funktionale Abhingigkeit vom Roh-
material z
w=£(z;0w) = awz .

Hier ist p = r = 1, z; = z die Ausgangszusammensetzung und o; w = aw der
Faktor, um den alle Elemente verschoben sind. Nach der Terminologie des Ka-
pitels V ist ay,w = 1/f, denn f bringt einen verschobenen Datenpunkt wieder
auf seine urspriingliche Zusammensetzung. Es gibt nur ein Ausgangsmaterial z
und nur einen Parameter « fiir jede Probe. Der Index w an £ kann weggelassen
werden, da die funktionale Form fiir alle Proben gleich ist. Sollen die gemessenen
Datenvektoren x und y nun auf gleiches Ausgangsmaterial und damit gleiche
Herkunft (zyx = zy) gepriift werden, so muB die M&glichkeit unterschiedlicher
Verdiinnungsfaktoren (=Parameter) in Betracht gezogen werden (ax # ay). In
diesem (auch noch einfachen) Fall ist es sinnvoll, die durch die Funktion &(w; @)
beschriebene Verdnderung des Konzentrationsmusters riickgdngig zu machen
durch Anwenden der inversen Funktion f‘l(v;a) auf die gemessenen Konzen-

trationsmuster x und y und die zur Skalierung dienenden Kovarianzmatrizen
Sx und Sy:

By (7, 2) = (VL7)
He (x, an) - €71 (v, ay)
)

9 v, a (05 (v, a)
) L) ),

I
—
2|
|
2 [«
~——
~
Q|U)

o] 24
_|_
Q‘m
ol
~——
N
—
2|
|
2
~——

= Mzx — 2y)(Sux + Suy) T (2x — 2y)
(= Y(x—y)(Sx+Sy) " (x—y) nur, falls ax = ay.)

-1
Mavm kennzeichnet dabei die Matrix fiir die Fehlerfortpflanzung mit den

-1 “ly o
o¢ (V*a)> = 2 o) Indizierung |y—x bedeutet, daf fiir die

Eintragen ( v Ton
Variable v der (feste) Wert des Datenvektors x in die Funktion einzusetzen ist.
Da £ hier eine einfache lineare Abbildung z = Mw mit M = aw]I ist, vereinfacht
sich die Gleichung in der angegebenen Form. Die letzte Zeile entspricht (VI.3)
und gilt nur, wenn die beiden Verdiinnungsfaktoren « gleich sind, die Funktion

£ also fiir beide Proben den gleichen Parameter enthilt.
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VI.2 Riicktransformationen zum sinnvollen Ver-
gleich von Elementmustern

VI.2.1 Die Probleme

Die Reduktion auf die urspriingliche Zusammensetzung mittels der Umkehr-

funktion wie in (VL.7) ist in der Praxis meist unmoglich. Dafiir gibt es drei
Griinde.

1. Meist ist die Funktion £ nicht in allen Einzelheiten bekannt.

2. Hingt die Funktion £ von mehr als einer Ausgangszusammensetzung z,
ab, so ist sie nicht umkehrbar, damit ist £~! gar nicht existent. Beispiels-
weise kénnen fiir festes £ und feste Parameter @ 80% Ton A und 20% Sand
B zum selben Fingerabdruck fiihren wie 80% Ton C und 20% Sand D, oh-
ne daf A und B oder C und D iibereinstimmen. Aus der Messung allein
kann dann nicht auf die Ausgangszusammensetzungen zuriickgerechnet
werden, das oben beschriebene Verfahren ist also so unméglich?.

3. Zwar wird ein Konzentrationsvektor x durch die Messung bestimmt, aber
die Parameter a,, von denen die Funktion £ auch abhéngt, sind unbe-
kannt. Selbst wenn also die funktionale Form bekannt und sogar um-
kehrbar ist wie im Beispiel (VI.7), scheitert das Zuriickrechnen auf die
Ausgangszusammensetzung an der Unkenntnis der Parameter in dieser
Funktion.

VI1.2.2 Transformation auf nur eine Ausgangszusammenset-
zung

Das erste Problem wird oft — wenn {iberhaupt — nur durch geeignete Naherungen
l6sbar sein, nur in einfachen Fillen (wie der Verdiinnung) wird die angegebene
Formel die Verhiltnisse richtig wiedergeben. Ein Ausweg aus dem zweiten 148t
sich dann aber in den meisten Fillen noch finden. Kann £ als Verkettung zweier
Abbildungen wie folgt dargestellt werden (vgl. Abbildung VI.3)

f(zla"'azp;o"la"'aa"r) =‘¢(C;/317---aﬂs)OCP(ZL---,Zp;’Yl’---a%) (VIS)
:'U‘)(QD(ZL---7Zp§717---a7t)§ﬂ1a---7ﬁs)7

so hiangt die zweite Abbildung % nur noch von einer “Ausgangs”zusammen-
setzung ¢ ab*. Ist die zweite Abbildung % invertierbar (als Abbildung R™ —

®In der Sprache der Linearen Algebra ist ¢ nicht injektiv.

*Die Zerlegung von ¢ in ¢ und % ist eher formaler Natur. Anschaulich kann man sich vor-
stellen, daf ¢ alle Vorgénge bis zum Herstellen eines Elementmusters aus mehreren beschreibt
(also bis zum topferfertigen Aufbereiten des Tons) und v alle weiteren (vom Brennen tiber die
Bodenlagerung und die Messung). Es sei aber angemerkt, dafl die Zerlegung nicht unbedingt
dem zeitlichen Ablauf der Herstellung entsprechen muff und damit die Anschauung hinféallig
werden kann.
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Abbildung VI.3: £ als Verkettung zweier Abbildungen

Die Darstellung entspricht der der Abbildungen VI.1 und VI1.2. lllustriert wird
die Zerlegung der Abbildung &£ in einen fiir alle gemessenen Konzentrations-
vektoren weitgehend gleichen Teil ¢, der die beiden Ausgangskonzentrations-
vektoren bereits auf nur einen Vektor der Dimension des vermessenen Vektors
abbildet (hier die (-Achse) und die daran anschliefende, fiir jeden gemessenen
Konzentrationsvektor unterschiedliche Abbildung . Wihrend eine Umkehrab-
bildung ¢~' zur Riicktransformation der vermessenen Vektoren x und y in den
Raum der Ausgangskonzentrationen wegen der htheren Dimensionalitdt dieses
Raumes nicht existiert, ist es in den meisten Fillen méglich, ein ¥~! zu be-
stimmen, das zumindest die Riicktransformation bis in den Bildraum von ¢
gestattet, so daB die Ahnlichkeitsbetrachtungen der vermessenen Vektoren dort
ausgefiihrt werden kénnen. Der Sinn von Zerlegung und teilweiser Riicktrans-
formation wird im Text erldutert.
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R™ wird sie es in den meisten Fillen sein)® und ist dariiber hinaus die Annah-
me berechtigt, dafl die erste Abbildung ¢ fiir alle betrachteten Datenvektoren
die gleiche funktionale Form hat und die gleichen Parameter enth#lt®, so kann
der Vergleich der gemessenen Daten auf diese Ebene (in den Bildraum von ¢)
transformiert und statt (V1.6) der folgende Ausdruck berechnet werden:

dl%/[+P(llr/J;1(v7ﬂl,x7 - -7ﬂs,x)|v=x7 ¢;1(V7ﬁ1,y7 e -7ﬁs,y)|v=y) = (VIQ)
t('lb;l(vvﬂl,xv"'7ﬁS7X)|V=x - wgl(v7ﬂ1,y7"'7ﬂ57)’)|V=y)

Mgt (v,. ) " lovgt(v,. )
A=) L) ()
+<a¢;1a(v,...)) (sy) t(a,/,;la(v,...)) ]"1
v lv=y v lv=y

X(¢;1(Vaﬁl,xa o "ﬁS,X)|v=x - '¢;1(V751,y7 o '7ﬂS7Y)|v=y)

Dies entspricht einer Transformation der Ahnlichkeitsbetrachtungen von den ur-
spriinglichen Konzentrationsmustern zy,...,2zp nach ¢(z1,...,2p;v1,.--,7)-
Die Werte von (VI.6) und (VI1.9) werden meist nicht die gleichen sein (vgl. Ab-
bildung VI.2), (VI1.9) stellt aber die von den Mefiwerten her einzig praktikable
Form des Datenvergleiches dar, wenn iiber die Ausgangszusammensetzungen
nichts bekannt ist.

Die Bedingung der funktionalen Abhingigkeit ¢ oder der gleichen Parame-
ter in ¢ ist dann nicht erforderlich, wenn es fiir einen der zu vergleichenden
Datenpunkte Informationen iiber diese Parameter oder die Ausgangszusam-
mensetzungen selbst gibt. Statt ' aus dem Datenpunkt kann dann direkt ¢
berechnet und in (V1.9) eingesetzt werden. Ein Beispiel dafiir folgt im Abschnitt
VI.3.

Es ist bei der Zerlegung (VI1.8) sogar moglich, beim Vergleich zweier Daten-
punkte den einen v6llig untransformiert zu lassen: Soll beispielsweise y untrans-
formiert bleiben, weil man davon ausgeht, dafl dieser Datenvektor weitgehend
der urspriinglichen Zusammensetzung der Keramik einer Werkstatt entspricht
und x ein Datenvektor ist, der damit verglichen werden soll, so kann durch die
Berechnung von

dinyp (Vy (05 (% B1,x - ) i Bys ) s ¥) (VI.10)

das Konzentrationsmuster von x dem von y angenihert werden, indem die fiir
x spezifische Verdnderung der Konzentrationen riickgingig gemacht und durch
die von y ersetzt wird (Abbildung VI.4). Die Berechnung von (VI.10) geschieht
analog der Gleichung (VI.9). Diese Form hat auch rechnerisch einige Vorteile,
wie weiter unten diskutiert wird.

5 Anschaulich: Aus dem vermessenen Spurenelementmuster kann eindeutig auf die vom
Topfer auf der Tépferscheibe verarbeitete Substanz zurtickgerechnet werden, wenn alle Ein-
flisse (=funktionale Form) und ihre Grofle (=Parameter) bekannt sind.

6 Anschaulich: Auch fiir unterschiedliche Tone war der AufbereitungsprozeB bis zur Verar-
beitung immer gleich. Das mufl zwar nicht stimmen, dient hier aber als mégliches anschauliches
Beispiel.
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Abbildung VI1.4: Vergleich der Datenvektoren in verschiedenen Rdumen
Die Darstellung entspricht der der Abbildungen VI.1 bis VI.3. lllustriert wird
der Abstand der gemessenen Datenvektoren x und y (hier: dy) sowie der sich
durch Riicktransformation in den Bildraum vom ¢ (Formel VI.9) ergebende
Abstand (d¢) und der Abstand, der sich bei Berechnung nach (VI.10) ergibt
(dwt). Dabei wird fiir einen der gemessenen Datenvektoren (hier: x) die “ei-
gene” -Transformation riickgingig gemacht und durch die i-Transformation
mit funktionaler Form und Parametern des anderen Datenvektors (hier: y) er-
setzt (durchgezogene Abbildungspfeile). Dies entspricht einer Korrektur eines
vermessenen Konzentrationsvektors um die Elementmusterverdnderungen des
anderen und fiihrt zu sinnvolleren Datenvergleichen. Sind die s linear, so ist
sogar d¢ = dy (siehe Text).
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Sind die Funktionen % lineare Abbildungen mit

¢(V7 ﬂc) =V + M(ﬁc)v ) (Vl'll)

wobei M(f.) eine von den Parametern (3. abhingige invertierbare Matrix kenn-
zeichnet und vg unabhingig von (3. und gleich fiir alle Funktionen % ist, so
liefern, unabhangig davon, mit welcher nun gerechnet wird, alle drei folgenden
moglichen Formen das gleiche Ergebnis:

Bryp (U2 VBl s Bsx)jyoxs U3 (V2 Blys- s Bsy)ivoy)  (VII2)
= dé_l(‘@/)y(’l,b;l(x;,@]’x,...);ﬂl’y,...),y)
- dé—l(xv ‘@/)X(‘@/J;l(}’;ﬁz,y,---);ﬁz,x,...))

Die Konstante v fillt, da in beiden Funktionen % als gleich vorausgesetzt, bei
der Differenzbildung weg, und durch Ausklammern der Matrizen My und My
und ihrer Inversen in (V1.9) wird die Identitéit offensichtlich”. Damit ist es nicht
nur méglich, die bequemste Rechnungsart zu wihlen, sondern die Verkettung
von Abbildungen, die x transformiert und y unverdndert [48t, liefert das glei-
che Ergebnis fiir d? wie die umgekehrte Transformation. Dieser Vergleich von
Datenvektoren ist damit absolut symmetrisch in x und y auch dann, wenn die
Matrizen My und My nicht gleich sind.

VI1.2.3 Die Bestimmung der Parameter

Das dritte oben aufgefiihrte Problem ist, daf§i die Parameter o, 8; und v, im
allgemeinen nicht gegeben sind. Diese Parameter kénnen aber aus den Daten
selbst geschidtzt werden. Wird davon ausgegangen, dafl ein Grofteil der Abwei-
chung der Datenpunkte untereinander in dl%/[-l—P,(o.K.,) req (IV.1) und (IV.2) von
fiir x und y unterschiedlichen Parametern in den Funktionen &, t und ¢ erklirt
wird, diese Parameter aber nicht bekannt sind, so kénnen sie direkt aus (VI.9)
geschitzt werden, und zwar so, dafl (VI.9) méglichst klein wird. Voraussetzung
dafiir ist natiirlich, daf iiberhaupt eine invertierbare Funktion & oder zumindest
1 angenommen werden kann. Ist dies jedoch der Fall und sind die Funktionen
1y und vy nach den Parametern f3; differenzierbar, so ist die “Korrektur auf
unterschiedliche Probengeschichte” ganz allgemein méglich, indem zunichst die
unbekannten Parameter 3. als Lésung von

VﬁdI%/I-I-P(w;l(Vv ﬁl,xv RS ﬂS,X)|V=x ’ 'gb;l(vv ﬂl,yv MRS ﬁs,y)|V=y) =0
(VI.13)
bestimmt werden, wobei méglichst das absolute Minimum von d? gefunden
werden sollte. Der Index § kennzeichnet dabei den 2s-dimensionalen Vektor
B1,x;s -+ Bs,y. Die Losungen fiir die 3¢ werden in V1.9 wieder eingesetzt.
Der so erhaltene Wert von d12v[+P liefert dann den Abstand der korrigier-
ten Probenwerte in Einheiten der korrigierten Unsicherheiten, und ein y?-Test

-1
7 - “oe A V,3 -1
Dabei gilt natiirlich ”}T() =M"".
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gemif den Kapiteln 111 und IV kann durchgefiihrt werden. Durch die Bestim-
mung der Parameter wird die Anzahl der Freiheitsgrade allerdings auf m — 2s
verringert, wenn die Parameter alle unabhingig voneinander sind. Meist ist die
durch (V1.10) beschriebene Form von dy;,p (mit einem der Datenvektoren nicht
riicktransformiert) giinstiger, weil fiir einige der Parameter Sy und 3y die durch
die Ableitungen (VI.13) gewonnenen Gleichungen nicht unabhingig sind und
Parameter zusammengefafit werden kénnen. Damit erhéht sich dann auch die
Anzahl der Freiheitsgrade des x*-Tests. Die Form (VI.10) erleichtert diese Zu-
sammenfassung, wie das erste Beispiel des Abschnittes VI.3 demonstriert, und
beim oben beschriebenen Typ linearer Abbildungen ¥ spielt die gewidhlte Form
der Gleichung ohnehin keine Rolle.

VI.3 Zwei Anwendungen

Die beschriebene abstrakte Methode wird im folgenden durch zwei in der Praxis
wichtige Beispiele illustriert.

VI.3.1 Korrektur auf Verdiinnung

Dieser Fall wurde in Teilen bereits im Abschnitt V1.1.2 behandelt. Die Zerlegung
der Funktion £ in ¢ und % ist hier gegenstandslos, da nur eine Ausgangszusam-
mensetzung angenommen wird®. In so einem Fall kann & = 9 gesetzt werden,
o = I ist dann einfach die Identitit. Die betrachteten Elemente werden dabei
als nur im Ton und nicht in der Magerung vorhanden angenommen, was fiir die
meisten Spurenelemente weitgehend zutrifft. Bei Korrektur von Verschiebungen
(“technischen Verdiinnungen”, siehe Kapitel V) ist dies sogar fiir alle Elemente
richtig. Die weitere Entwicklung der Gleichung (V1.7) liefert?:

d%/[+P,Verd(x7 y) (V114)

-1

= Ypx—y) (¢2Sx+sy> (¢x—y) .

#Die Magerung kann aus nicht nachweisbaren Elementen bestehen, siche Abschnitt V.1.
Diese “fehlende Komponente” Magerung wird einfach durch den Anpassungsparameter
Verdiinnungsfaktor reprasentiert.

?Die in den letzten Abschnitten benutzte Notation, als Argumente von d12\/[+13 Vektoren
aus dem jeweiligen Raum zu benutzen, in dem di; +p berechnet wird (also entweder x, y oder
7x, 7y ), wird hier und in den folgenden Kapiteln wieder fallen gelassen. Als Argument tauchen
von nun an in der Regel die gemessenen Konzentrationen x und y auf, ein Index (z. B. hier
Verd) deutet auf die zusitzliche Korrekturtransformation hin. Die Lesbarkeit wird damit auf
Kosten der mathematischen Strenge erhoht.
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Die hier durchgefithrte Umformung entspricht der Verkettung von 1y o ¥zl in
(VI.10). Insbesondere ergibt sich nur ein unabhédngiger anzupassender Parame-
ter ¢ in der Gleichung (die Ableitungen nach ayx und ay sind nicht unabhingig
voneinander) und damit eine (VI.10) entsprechende Gleichung, wie am Ende
des letzten Abschnittes beschrieben. ¢ entspricht dem Verdiinnungsfaktor f im
Kapitel V. Gemif (VI.13) wird (VI.14) minimal fiir eine Lésung ¢y von

J
3—¢d12v1+13, Verd (X, Y) (VL.15)

= 2% (¢*Sx + Sy) Hox —y)
~26 b(¢x — y) [(#*Sx + Sy) "1Sx(6?Sx +Sy) Y] (¢x — )
= 0

Diese Gleichung ist eine rationale Funktion in ¢ und 148t sich mit numerischen
Standardverfahren 16sen. In der Praxis hat sich fiir die Lésung ein kombiniertes
Newton-Regula falsi-Iterationsverfahren [Pre89] bewihrt, welches kontrolliert,
dafl ¢ im physikalisch sinnvollen Bereich positiver Werte bleibt. Anwendungen
der so erhaltenen Lésung fiir den Verdiinnungsfaktor werden in den nichsten
Kapiteln noch behandelt, Beispiele fiir den Kurvenverlauf von (VI.14) abhingig
vom Verdiinnungsfaktor sind in der Abbildung VI1l.4 des n#ichsten Kapitels
gegeben.

Bemerkenswert ist die Symmetrie in dieser Art, Verdiinnungseffekte zu be-
handeln. Da 9 (v, &) = oI v eine Funktion vom in Abschnitt V1.2 beschriebenen
linearen Typ ist, gilt

Ay 4p, vera (X, Y) (VL.16)

= Yex—y) (qbzsx + Sy>_1 (ox —y)

=t <x — éy) <Sx + %Sy>_1 <X - %y)
= ) (St asy) T e ny)

was auch durch direktes Nachrechnen zu erkennen ist. Dies heifit aber, daf
no = 1/¢o die letzte Form der Gleichung genau dann minimiert, wenn ¢y eine
Lésung von %dl%/[+P,Verd = 0 ist. Damit l6st nq g)_ndl%/[+P,Verd = 0. 1o ist aber
der “inverse Verdiinnungsfaktor”. Damit ist im Gegensatz zum Algorithmus’ des
Abschnittes (V.3) hier die Symmetrie zwischen x und y vollstindig gewahrt:

1. Das Ma8 fiir die Ahnlichkeit, d§/1+P,Verd(Xv y), ist unabhingig davon, wel-
cher der beiden Datenpunkte auf Verdiinnung gegen den anderen korri-
giert wird.

2. Die dabei berechneten “optimalen” Verdiinnungsfaktoren sind die Inver-
sen voneinander, was auch aus der Anschauung zu erwarten ist.
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Die hier beschriebenen Eigenschaften folgen natiirlich direkt aus der Linearitdt
der Verdiinnungsfaktorabbildung, sie sind hier nur als Beispiel so ausfiihrlich
entwickelt worden.

VI1.3.2 Korrektur auf unterschiedliche Anteile einer zweikom-
ponentigen Mischung

Ist der Fall gegeben, dafl eine T6pferei Produkte aus zwei Komponenten mit
stark unterschiedlichem Mischungsverhiltnis fertigte und keine dieser Kompo-
nenten nur als das Spurenelementmuster “verdiinnender”, aber selbst in der
Messung nicht sichtbarer Anteil in Erscheinung tritt, mufl entweder der Finger-
abdruck dieser To6pferei als sehr verschmiert betrachtet werden oder die Zuwei-
sung von Kinzelscherben wird duflerst schwierig. Beispiele fiir eine zweite solche
Komponente neben dem stark spurenelementhaltigen Ton kdnnen Magerungen
aus Lavaasche oder stark spurenelementhaltigem organischen Material sein, die
dem Ton in wechselnder Menge zugesetzt wurden oder bereits als Beimengun-
gen enthalten sind. Sind die Spurenelementmuster der beiden Komponenten,
Ton z; und Magerung zs, bekannt, so kann Test einer Probe x auf Herkunft
erfolgen, indem versucht wird, x auf eine Mischung dieser Komponenten an-
zupassen. Dazu wird fiir x wieder ein Verdiinnungsfaktor ¢ beriicksichtigt, der
allgemeine Verschiebungen und eventuelle weitere “unsichtbare” Magerungsan-
teile korrigiert, und fiir die Mischung wird der Ansatz

©(z1,22,7) =v21 + (1 —7)22 (VLIT7)

gemacht. In der Terminologie der obigen Abschnitte ist dies ein Vergleich im
Definitionsraum von %, was dem Bildraum von ¢ entspricht: x wird durch das
Herausrechnen des Verdiinnungsfaktors in diesen Raum transformiert, die Funk-
tion ¢ entspricht der oben definierten fiir die Ausgangszusammensetzungen. Im
Unterschied zum Ansatz (VI.8) ist hier nicht ein weiterer Mefidatenpunkt y
gegeben, sondern die Ausgangskomponenten z; und zg, und der zweite anzu-
passende Parameter (v) ist nicht aus ¢~!(y), sondern aus o(z1,22,7). Diese
Maglichkeit ist bereits im Abschnitt V1.2 angedeutet worden. d? geht damit
iiber in

dl%/[-l—P,Verd und Misch (21, 22, X) (VL.18)
= “(vz1+ (1 - 7)z2 - ¢x)
X (120 + (1=9)S5y +6%Sx)
X (yz1+ (1 —7)z2 — ¢x) .
Die Parameter v und ¢ werden hier durch Lésen des Gleichungssystems

d
2
%dM+P, Verd und Misch (21,22, %) = 0

3 2
8_¢dM+P, Verd und Misch (21, 22, X) = 0
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gewonnen. Die Losung kann wieder mit den in [Bev69] oder [Pre89] beschrie-
benen Methoden ermittelt werden. Auf die Probleme der Minimalisierung ra-
tionaler Funktionen in zwei Dimensionen wird hier nicht eingegangen. Die Frei-
heitsgrade des x*-Tests fiir d%/[-l—P,VerdundMisch sind die Anzahl der Elemente
m, reduziert um 2, die Anzahl der Parameter. Das beschriebene Verfahren 148t
sich natiirlich auf mehr als zwei Komponenten ausdehnen. Allerdings wird die
Rechnung mit jedem hinzukommenden Parameter miihsamer, schwerer hand-
habbar und insbesondere ungenauer und daher nur bei wirklich gut bekannten
Referenzwerten fiir die Ausgangszusammensetzungen empfohlen.

Wenn die Ausgangskomponenten in (VI.17) in reiner Form bekannt sind,
ist v auf den Bereich [0, 1] eingeschrinkt, da es keinen negativen Anteil von
Magerung geben kann. Manchmal jedoch kénnen die Ausgangszusammenset-
zungen selbst nicht ermittelt werden, weil beispielsweise die im Altertum be-
nutzte Tonlagerstitte nicht mehr auffindbar oder ausgebeutet und Keramik
nur mit Magerungszusitzen vorhanden ist. Mit zwei verschiedenen gegebenen
Mischungsverhéltnissen der Ausgangszusammensetzungen kann jedoch eben-
so verfahren werden wie mit den Ausgangszusammensetzungen selbst. Seien
uy = v1z1+ (1 —71)z2 und ug = y221+ (1 —72)z2 zwei gegebene Zusammenset-
zungen, mit v; > 79, von denen bekannt ist, dafl sie die gleichen Ausgangskom-
ponenten in unterschiedlichem Mischungsverhiltnis enthalten. Die Ausgangs-
komponenten zq und zs selbst sowie v; und =5 seien aber nicht bekannt. Dann
kénnen uy und ug statt z; und zg in (VI.18) eingesetzt werden, wenn es nur
darauf ankommt, festzustellen, ob eine vermessene Probe x aus den gleichen
Komponenten besteht und die Konzentrationsanteile selbst keine Rolle spielen.
Der ermittelte Mischungsparameter 7 ist mit dem “wahren” Mischungsparame-
ter v iiber ¥ = F(y1 — 72) + 72 verbunden. Da die Mischungsverhiltnisse von
uy und usg nicht bekannt sind, a8t sich v nicht ermitteln. Fiir ¥ mufl dann ein
groBerer “physikalischer” Bereich als [0, 1] zugelassen werden.

V1.4 Abschlieflende Betrachtung

Die beiden vorgestellten Beispiele decken bereits viele der Konzentrations-
verdnderungen bei der Herkunftsbestimmung ab. Fiir andere Vorginge, die zu
Spurenelementmusterverdnderungen fiihren, ist zur Zeit noch keine vollstindige
und sichere funktionale Beschreibung £ bekannt. Beispiele sind die Auswaschung
mobiler Elemente (Phosphor) bei Bodenlagerung oder Konzentrationsveridnde-
rungen im Seewasser. Letzteres ist wichtig beim Ladegut gesunkener Schiffe
und wegen der Bestimmung des Abgangshafens der Ladung von besonderem
Reiz. Ansdtze von der obigen Form machen in so einem Fall wenig Sinn und
liefern unter Umstinden falsche Ergebnisse. Fiir diese Probleme mufl deshalb
entweder von Fall zu Fall eine Lésung erarbeitet oder auf ein Vorgehen in der
beschriebenen Form verzichtet werden.

Die beschriebene mathematische Methode zur Ermittlung von Korrektur-
parametern entspricht der Parameterschitzung bei der “Methode der effekti-
ven Varianz” [Bar74] und unterscheidet sich von der konventionellen “Methode
der kleinsten Quadrate” (z.B. [Ead71] [Bra81]), bei der ebenfalls das y? zur
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Schitzung von Parametern minimiert wird, in einem Punkt: Beim hier beschrie-
benen Verfahren werden auch die Fehler mittransformiert, wihrend die Methode
der kleinsten Quadrate bei linearen Modellen die Gewichtsmatrix unabhingig
von den zu ermittelnden Parametern « voraussetzt. Die Methode der effekti-
ven Varianz gestattet aber eine (hier notwendige) symmetrische Behandlung
der gemessenen Variablen x und y. Diese Eigenschaft fehlt der konventionellen
Methode, wo die unabhéingige Variable als fehlerfrei angesehen wird, was mit
dazu fiithrt, dal bei Vertauschung der Variablen und entsprechender “inverser”
Rechnung ein anderes Ergebnis erhalten wird [Yor66] [Bar74]. In der Natur gibt
es keinen Grund, von zwei vermessenen Proben eine zu bevorzugen. Deshalb
sollten die Korrekturtransformationen 1y (¢/g(x)) in (VI.10) in der anderen
Richtung (also ¢7x(¢§1(y))) dasselbe Ergebnis fiir d? liefern, wenn die Parame-
ter entsprechend angepaft sind. Bereits fiir eine einfache Transformation von
der Art fI (= Verdiinnung) ist diese Symmetrie aber bei einer konventionel-
len Kleinste-Quadrate-Lésung mit einer unabhingigen (fehlerfreien) Variablen
x nicht mehr gegeben!Y. Die Berechnung eines einzelnen Parameters f aus bei-
den Variablen unter Beachtung der Fehlerfortpflanzung fiihrt ebenfalls nicht zur
Symmetrie, wie in Kapitel V ausfiihrlich diskutiert wurde. Die Begriindung ist
dort in der nicht linearen Abhingigkeit von einem der beiden Konzentration-
werte, verbunden mit der angenommenen Normalverteilung des Parameters, zu
suchen.

Fiir das hier betrachtete Verfahren 138t sich zumindest fiir lineare Abbil-
dungen mit identischen konstanten Termen Symmetrie immer beweisen (siehe
Abschnitt VI.2). Die beiden ausfiihrlichen Beispiele des vorigen Abschnittes
zeigen, daB die wichtigsten Korrekturen durch solche lineare Abbildungen!!
vorgenommen werden kénnen. Auch kompliziertere Korrekturen bei der Her-
kunftsbestimmung wie das Herauswittern einzelner Elemente nach einem Expo-
nentialgesetz, worauf hier nicht weiter eingegangen wird, sind in den Vektoren
z noch linear. Sind die Datenpunkte auch nach der Korrektur nicht gleich,
so haben die ermittelten Parameter keine physikalische Bedeutung und werden
wieder verworfen. Dies entspricht dem Scheitern des y2-Tests bei einer Kleinste-
Quadrate-Anpassung physikalischer Melwerte. Wihrend dort jedoch nach einer
besseren Hypothese gesucht werden muf}, um die Messungen zu erkldren, ist hier
die Hypothese “gleiche Herkunft” einfach verworfen. Die y?-Statistik ist dabei
streng nur fiir normalverteilte Daten anwendbar. Wie bereits in Kapitel III dis-
kutiert, sind innerhalb einer Gruppe Normalverteilungen der Konzentrations-
werte oft nicht exakt realisiert. Analog zum y?-Test bei der Datenanpassung
sollten deshalb nicht zu grofle Irrtumswahrscheinlichkeiten als Abschneidegren-
zen angenommen werden.

Zusammenfassend besteht der Test auf gleiche Herkunft zweier gemessener
Datenvektoren x und y unter Beriicksichtigung der “Probengeschichte” also aus
zwei Schritten:

Kine Minimierung von t(fx -vy) (Sy)_l (fx—1y) liefert kein symmetrisches Ergebnis, wie
Nachrechnen ergibt, das gleiche gilt auch fiir nicht mittransformierte Fehler in x, wofiir der
Ausdruck t(fx —-y)(Sx + Sy)_l(fx —y)) lautet.

"Linear heiBt linear in den Vektoren z, nicht notwendigerweise auch in den Parametern o.
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1. Ermitteln von Korrekturparametern aus einer Abstandsfunktion d?, die
niherungsweise eine y2-Statistik aufweist, durch Minimieren dieser Funk-
tion.

2. Das erhaltene d2; wird mit den Quantilen der y?-Statistik verglichen
und auf dieser Basis die Hypothese “gleich” akzeptiert oder verworfen.

Nur bei “gleich” kann auf gleiche Herkunft geschlossen werden.

Die Funktion d? kann dabei als Mahalanobisdistanz (Kapitel I11.3) mit zusitzli-
chen freien (Korrektur-)Parametern angesehen werden. Dabei miissen die funk-
tionalen Formen der Korrektur allerdings aus anderen Quellen bekannt sein
(etwa aus geochemischen oder herstellungs- und mefitechnischen Untersuchun-
gen), sie werden von diesem Algorithmus nicht geliefert.
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Kapitel VII
Verdiinnung II: Die Gruppierung

Der im letzten Kapitel entwickelte Formalismus erlaubt eine symmetrische Be-
schreibung von Verdiinnungseffekten, ohne einer der positiven Eigenschaften des
im Abschnitt V.3 geschilderten Verfahrens (Einbeziehung von Meffehlern, auto-
matische Beriicksichtigung von Verdiinnungen, y? als Gruppierungsgrundlage,
Mbéglichkeit der Einbeziehung von Korrelationen) zu entbehren. Damit 148t sich
ein geschlossenes Gruppierungsverfahren wie das am Ende des Kapitels IV auf
die generelle Beriicksichtigung von Verdiinnungseffekten erweitern. Dies wird in
den ersten drei Abschnitten dieses Kapitels vorgestellt. Dabei wird im Abschnitt
VIL.2.4 insbesondere auf Merkmale von Datensitzen eingegangen, die durch
die (Nicht-)Beriicksichtigung von méglichen Verdiinnungseffekten vorgetduscht
sein konnen. Im letzten Abschnitt schlieBlich wird die alte Berechnungsmethode
“mittlerer Verdiinnungsfaktor” aus Kapitel V mit der im letzten Kapitel ent-
wickelten symmetrischen “Mahalanobisdistanz mit Korrektur” verglichen und
als teilweise brauchbare und weniger rechenintensive Niherung dafiir erkannt.

VII.1 Gruppierung bei Beriicksichtigung von
Verdiinnung: Gruppenzuordnung

Im Kapitel V wurde bereits darauf hingewiesen, dafl Verdiinnungseffekte nicht
allein herstellungs-, sondern auch mefbedingt sein kénnen (“Verschiebung”).
Die Groenordnung dieser Effekte liegt bei etwa 4 % und ist damit gréBer als
der gesamte anzunehmende apparative Mefifehler. Kine Beriicksichtigung oder
Herausrechnung der Verdiinnungseffekte kann daher zu feinerer Klassifizierung
fiithren, wenn auch die Streuungen innerhalb einer Referenzgruppe nicht grofier
sind. Um von vornherein auszuschliefen, daf# Strukturen innerhalb eines Da-
tensatzes durch Nichtberiicksichtigen der Verdiinnung iibersehen werden, sollte
bereits beim Filtern die Verdiinnung immer mit beriicksichtigt werden. Mit
(VI.14) aus dem letzten Kapitel steht ein symmetrischer Filter zur Verfiigung,
der statt (1V.1) oder (1V.2) als y2-Filter eingesetzt werden kann. Vergleicht
man (IV.1)

1

-1
Drgp,rea(X, ) = Et (x—y)(Sx+8y)” (x-¥) (VIL1)
mit der auf die Elementanzahl normierten From von (VI.14)
2 1 t 9 -1
AN14p, Verd,red (%, ¥) = o (fx-y) (f Sx + Sy) (fx—-y), (VIL.2)

so wird klar, dafl sich beide Filter nur durch die Faktoren f vor den x bzw. Sy
und den Normierungsfaktor unterscheiden. Wird in (VIL.2) f = 1 gesetzt, so
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stimmen die Werte beider Filter bis auf den Normierungsfaktor ganz iiberein.
Da f aber immer so bestimmt wird, daf§ (VII.2) méglichst klein wird, ist (VII.2)
— abgesehen vom Normierungsfaktor — immer kleiner als (VIL1)

Der Vergleich zweier Datenvektoren mit (VIL.2) lauft daher im wesentli-
chen genauso ab wie mit (IV.1) oder (VIL.1), lediglich einer der Datenvektoren
wird dabei durch den Verdiinnungsfaktor immer méglichst gut dem anderen
angepaflt. Unterscheiden sich die Datenvektoren hauptsichlich nur um diesen
Faktor, wird der Wert von (VII.2) klein und gemi$i dem x*-Test' gehéren beide
Datenvektoren zur selben Gruppe. Ein grofier Wert von (VII.2) dagegen impli-
ziert Undhnlichkeit der Proben, selbst bei Beriicksichtigung eines Verdiinnungs-
faktors. Wie aus dem Vergleich mit (VIL.1) hervorgeht, ist der dann erhaltene
Wert bis auf den Faktor m/(m —1) aber immer noch eine untere Grenze fiir den
Wert von (VII.1). Daraus folgt, dafi dhnliche Proben im Sinne von (IV.1) oder
(VIL.1) vom Verdiinnungsfaktorfilter immer auch erkannt werden. Zusitzlich
werden noch Proben, die sich im wesentlichen durch einen Verdiinnungsfaktor
vom vorgegebenen Datenvektor unterscheiden, als dhnlich erkannt und damit
das Problem vom Anfang des Kapitels V gelost. Der Verdiinnungsfaktorfilter
(VIL.2) ist daher fiir die Gruppierung von Keramik der lediglich auf festen Da-
tenvektoren basierenden Mahalanobisdistanz (VII.1) iiberlegen.

Im folgenden werden anhand einiger Beispiele (Abbildungen VII.1, VIL.2,
und VI1.3) die Eigenschaften des Verdiinnungsfaktorfilters illustriert und weiter
vertieft. Die Abbildungen VII.1 und V1.2 entsprechen dabei den Abbildungen
V.3 und V.4. Bei Abbildung VII.1, dem Vergleich des Pingsdorf-Langerwehe
Datensatzes mit einer Kinzelprobe, ist auf den ersten Blick kein wesentlicher
Unterschied zwischen der Mahalanobisdistanz mit und ohne Verdiinnungs-
beriicksichtigung festzustellen. Bei genauerem Hinsehen ist aber zu erken-
nen, dafl bei Beriicksichtigung einer Verdiinnung viele Proben zu kleineren
d12\/I+P,o.K.,(Verd,)red'werten geschoben werden, was nach dem oben Gesagten
auch zu erwarten ist. Die von m auf m — 1 geinderte Normierung und et-
wa gleicher d?-Wert ohne und mit Beriicksichtigung eines Verdiinnungsfaktors
fiihren bei einigen Proben (q, s, t, v) aber zu einem etwas gréfieren Wert des
d%V[-I—P,o.K.,(Verd. red bei Verwendung des verdiinnungskorrigierten Filters. Der
Verdiinnungsfaktor dieser Proben liegt so nahe bei 1, dai die Minimierung
von t(fx — y)(f?Sx + Sy)~1(fx — y) durch den Faktor m/(m — 1) mehr als
ausgeglichen wird?. Insgesamt sind die Veridnderungen in der Histogrammdar-
stellung nicht derart, daf eine Korrektur auf Verdiinnung unbedingt notwendig
erscheint.

Einen anderen Kindruck hinterldfit Abbildung VI1.2. Von den mykenischen
Proben aus Amarna, deren Herkunft von der Argolis getestet wird (siehe da-
zu die Erlduterung bei Abbildung V.4), passen bei Beriicksichtigung eines
Verdiinnungsfaktors 17 (alle einschlieBlich r und links davon) der 24 Proben
sofort zur vorgegebenen Referenzgruppe. Bei Verwendung der einfachen Maha-

'Fiir die prinzipielle Moglichkeit, auch den T2-Test zu verwenden, gelten alle Bemerkungen
aus den Kapiteln 11 und IV weiterhin: der Verdiinnungsfaktor ist lediglich ein aus den Daten
berechneter Korrekturparameter, der zur Verringerung der Freiheitsgrade um 1 fiihrt.

2Wie in den meisten geschilderten Beispielen wurden m = 25 Flemente verwendet, siche

Abschnitt 1.3.
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Abbildung VIIL.1: Histogramm der Mahalanobisdistanzen ohne und mit
Verdiinnungsfaktorkorrektur, Referenzwert von Einzelprobe
Die Darstellung entspricht der der Abbildung V.3, das untere Diagramm dort
ist das obere hier. Als Referenzwert dient die Probe Ping 42 (=a). Im oberen
Histogramm ist die Mahalanobisdistanz (VII.1) zwischen dieser und den dhn-
lichsten der anderen Proben des Datensatzes aufgetragen, im unteren Bild die
auf Verdiinnung korrigierte Mahalanobsidistanz (VII.2). Gleiche Buchstaben
entsprechen gleichen Proben. Da es sich bei den Referenzwerten um die einer
Einzelprobe handelt, ist die Berechnung ohne Beriicksichtigung von Korrelatio-
nen erfolgt. In einigen Fillen bewirkt die Beriicksichtigung eines Verdiinnungs-
faktors eine erhebliche Reduktion des Abstandes fiir die entsprechende Probe
(z. B. Probe h, Verdiinnungsfaktor = 1.08).
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Abbildung VIIL.2: Histogramm der Mahalanobisdistanzen ohne und mit
Verdiinnungsfaktorkorrektur, Referenzwerte durch Gruppe vorgegeben
Wie Abbildung VII.1, aber fiir die Proben aus Abbildung V.4 und unter Beriick-
sichtigung von Korrelationen der vorgegebenen Referenzgruppe (61 Proben aus
der Argolis). Die Buchstaben von a-z (ohne j und 1) représentieren je eine Probe

aus dem oberdgyptischen Amarna, nicht dargestellte Buchstaben liegen jenseits
des rechten Bildrandes. Wihrend ohne die Beriicksichtigung von Verdiinnungs-
effekten lediglich 11 Proben als in der Argolis produziert erkannt werden, sind
es bei Korrektur mit einem Verdiinnungsfaktor bereits 17.

lanobisdistanz sind es dagegen nur 11, eine der Proben (w) erscheint gar nicht
mehr auf dem Bild. Die 6 vom Mahalanobisdistanzfilter ohne Verdiinnungskor-
rektur verworfenen Proben weisen dabei simtlich Verdiinnungsfaktoren von 1.13
bis 1.24 auf. Nach Multiplikation mit diesen Faktoren stimmen ihre Konzentra-
tionswerte ausgezeichnet mit denen der Referenzgruppe iiberein. Die Probe t
riickt zwar bei Beriicksichtigung von Verdiinnung n&her an die Referenzwer-
te heran, kann aber immer noch mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 1%
ausgeschlossen werden, wenn eine ideale Normalverteilung der Konzentrations-
werte fiir die Referenzgruppe angenommen wird. Fiir die Proben q und b dndern
sich die d?-Werte mit und ohne Verdiinnungsfaktor kaum. Dariiber hinaus wird
bei den Proben b und h der “Gewinn” durch den Verdiinnungsfaktor durch
die Anderung der Normierung wieder — wie bereits bei einigen Proben im Bild
VIIL.1 — iiberkompensiert. Der Vergleich von Mahalanobisdistanz mit und ohne
Verdiinnung bei diesem Beispiel zeigt die Notwendigkeit der Einbeziehung eines
solchen Korrekturparameters anhand eines realen kalles, wire doch ein nicht
unbetrichtlicher Teil der Proben ohne eine Verdiinnungsfaktorkorrektur nicht
ihrem Herkunftsort zugewiesen worden. Allerdings wird bereits aus Abbildung
V.4 klar, dal dies fast ebensogut vom Verdiinnungsfaktorfilter geleistet wird
(siehe dazu die Diskussion in Abschnitt VII.4).

Die Abbildung VII.3 demonstriert ganz allgemein den Unterschied zwischen
Mahalanobisdistanz mit und ohne Verdiinnungsfaktorkorrektur anhand der bei-
den vorgestellten Datensdtze. Aus der Darstellung sind zwei Dinge zu erkennen:
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Abbildung VII1.3: Verhiltnis der Mahalanobisdistanzen ohne und mit
Verdiinnungsfaktor
Dargestellt ist der Wert (Mahalanobisdisdanz ohne Verdiinnungsfaktorkorrek-
tur)/(Mahalanobisdistanz mit Verdiinnungsfaktorkorrektur) gegen den berech-
neten optimalen Verdiinnungsfaktor fiir beide Beispiele dieses Abschnittes. Im
oberen Bild sind diese Werte fiir die insgesamt 151 Proben des Pingsdorf-
Langerwehe-Datensatzes gegen die Einzelprobe Ping 42 aufgetragen, im un-
teren Bild die der 24 Proben aus Amarna gegen die Referenzgruppe aus der
Argolis. Dabei sind im unteren Bild die vier Proben mit d12v[+P,Verd,red > 3
(a,h,v,x) durch offene Kreise extra gekennzeichnet. Die Probe w ist mit ei-
nem Verdiinnungsfaktor von 1.13 und einem Verhéltnis der beiden Werte von
75.04/0.52 (!) nicht auf dem Bild enthalten. Im unteren Bild ist auch noch
die Linie dl%/[+P,red/d§/[+P,Verd,red = 1 eingetragen. Fiir Proben, die unterhalb
dieser Linie liegen, wird die Verringerung der Mahalanobisdistanz durch einen
Verdiinnungsfaktor durch die geinderte Anzahl der Freiheitsgrade und damit
geidnderte Normierung bei der Bildung des “reduzierten” Wertes iiberkompen-
siert. Wie gerade aus der unteren Abbildung aber auch hervorgeht, sind dies
entweder Proben mit Verdiinnungsfaktoren sehr nahe bei 1 oder aber doch ei-
nem d12v[+P, (0.K.,) Verd, red das ihre Gruppenzugehdrigkeit ausschliefit.
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zum einen ist die “Anndherung” zweier Datenpunkte durch einen Verdiinnungs-
faktor um so gréfler, je weiter der Verdiinnungsfaktor von 1 abweicht. Dies ist
aus den Formeln so auch zu erwarten (s. 0.). Zum anderen ist zu erkennen, daf
der Unterschied zwischen Mahalanobisdistanz mit und ohne Korrektur fiir “4dhn-
lichere” Proben — unabhingig von der Gréfle des Verdiinnungsfaktors selbst —
grofer ist als fiir undhnlichere. Beim Pingsdorf-Datensatz wurden die der vorge-
gebenen Referenzscherbe unéhnlichsten Proben (siehe die d%.-Darstellung in Bild
V.2) aus Paffrath und die CFA-Standards bezeichnet, im Amarna-Datensatz die
Proben mit d12v[+P,Verd,red > 3 (a, h, v, x) gesondert markiert. In diesem Da-
tensatz ist von den vier genannten Proben nur bei einer (x) iiberhaupt ein
wesentlicher Unterschied zwischen den dﬁ/[_I_P’(Verd”)red—Werten mit und ohne
Verdiinnungsfaktor festzustellen.

Zuriickzufiihren ist dieser Effekt auf den Verdiinnungsmechanismus selbst:
bei (bis auf einen Verdiinnungsfaktor) “&hnlichen” Datenvektoren sind die
Verdiinnungsfaktoren f; = y;/x; fiir die einzelnen Elemente j alle unter-
einander ungefihr gleich und auch gleich dem berechneten Verdiinnungsfak-
tor f. Durch das Anmultiplizieren dieses Verdiinnungsfaktors an x wird ei-
ne tatsdchliche Verringerung der Mahalanobisdistanz erzielt. Bei selbst unter
Beriicksichtigung einer Verdiinnung “unihnlichen” Proben dagegen streuen die
einzelnen Verdiinnungsfaktoren f; erheblich. Der dann aus (VIL.2) berechne-
te Verdiinnungsfaktor minimiert zwar (VI1.2) auch, jedoch sorgt der Wert bei
Einsetzen fiir die Klemente mit weit vom berechneten optimalen Verdiinnungs-
faktor abweichenden Faktoren f; nicht fiir eine Reduktion ihres Beitrages zur
Mahalanobisdistanz, sondern oft sogar eher fiir eine Vergroflerung. Allgemein
ist fiir solche Proben zu beobachten, dafi das Minimum von (VII.2), iiber das ja
der optimale Verdiinnungsfaktor bestimmt wird, weniger stark ausgeprigt ist
als bei (bis auf Verdiinnung) dhnlichen Proben.

Abbildung VII.4 zeigt diese Abhingigkeit® von d12\/[+P,o.K.,Verd,red(x7 y) von
f fiir zwei Proben des Pingsdorf-Langerwehe-Datensatzes gegen die Referenz-
probe Ping 42. Man erkennt einen erheblich flacheren Kurvenverlauf fiir die
Probe aus Paffrath, wihrend das Minimum bei der der Referenzprobe “Zhn-
lichen” Pingsdorfer Probe ausgeprigt hervortritt. Der Effekt ist zu erkldren
durch das asymptotische Verhalten von (VII.2) mit f — 0 und f — oo: Fiir
f = 0 verschwinden die “Probenterme” fx und f2Sy und es bleibt nur der
fiir alle Proben gleiche, nur von den vorgegebenen Referenzwerten abhingige
Ausdruck 1/(m — 1) yS;,ly stehen. Fiir die andere Grenze gilt

. 9 -1
fh—>Héo dM+P,o.K.,Verd,red(x7y) = m— 1 XSX X

(dies ist auch aus Symmetriegriinden klar, siehe das vorige Kapitel). Zwar
mogen die Keramikproben sich untereinander stark unterscheiden, aber im ge-
samten m-dimensionalen Hyperraum sind die Datenvektoren des Bereiches “Ke-
ramik” in einem so eng zusammenliegenden Bereich verteilt, da§ bei ungefihr

3lm Sprachgebrauch dieser Arbeit wird sonst unter d12\/I+P,(o.K.), Verd, red Stets der sich durch
Finsetzen des berechneten f ergebende Wert bezeichnet. Lediglich hier ist damit auch die vom
Parameter f abhingige gesamte Funktion gemeint.
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Abbildung VII.4: Abhdngigkeit der korrigierten Mahalanobisdistanz vom Para-
meter Verdiinnungsfaktor

Dargestellt ist die Abhdngigkeit von d12\4+P70.K”Verd7red(x,y) vom benutzten
Verdiinnungsfaktor f: Bei festem x und y wird f in (VIL.2) variiert. Als Bei-
spiele dienen zum einen die der Referenzprobe Ping 42 dhnlichste Probe (Ping
43, in den vorangegangenen Bildern V.3 und VIIL.1 Probe b) des gesamten Da-
tensatzes (A3 p oK. Verd,red = 0-49), zum anderen die Testprobe aus Paffrath
(dﬁ/[-}-P,o.K.,Verd,red = 99.88). Fiir die Probe Ping 43 ist ein ausgeprigtes Mini-
mum bei f = 1.02 festzustellen, fiir die Paffrather Probe ein wesentlich weniger
ausgeprigtes bei f = 1.46. Die Schnittpunkte der Kurven mit der senkrechten
Linie bei f =1 sind die “konventionellen” (reduzierten) Mahalanobisdistanzen
nach (VII.1) ohne Beriicksichtigung eines Verdiinnungsfaktors.
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gleichen Mefibedingungen (Sx immer ungefahr gleich) die Werte von xSy1x in
immer derselben Gréfilenordnung liegen (siehe auch der ungefihr gleiche Ver-
lauf der beiden Kurven in Abbildung VIIL4 fiir grofie f). Insgesamt bedeutet
das, daB unabhingig von der Ahnlichkeit der Proben die Funktionswerte al-
ler Kurven fiir sehr grofie oder sehr kleine f weitgehend identisch sind. Im
Bereich des “tatsichlichen” Verdiinnungsfaktors dagegen ist fiir die dem Refe-
renzwert dhnlichen Proben ein ausgeprigtes Minimum zu beobachten, wihrend
fiir einen “undhnlichen” Datenvektor die Gréflenordnung der Funktionswerte
immer anndhernd gleich bleibt.

VII.2 Gruppierung bei Beriicksichtigung von
Verdiinnung: Referenzwerte

VII.2.1 Problem

Nicht nur bei der Zuordnung von Proben zu Referenzgruppen spielen
Verdiinnungseffekte eine Rolle und miissen beriicksichtigt werden. Vielmehr
kénnen auch die die Referenzgruppe definierenden Proben unterschiedlich stark
gegeneinander verdiinnt sein. Bei der Berechnung der Referenzgruppenwerte aus
den Einzelwerten sollte das mit in Betracht gezogen werden. Andernfalls sind
die Konzentrationswerte fiir ein Element, die eigentlich — da es sich um Pro-
ben von gleicher Herkunft oder sogar Rezeptur handelt — alle ungefihr gleich
sein sollten, um die die Verdiinnung (natiirlich durch nicht ganz homogene
Arbeitsweise, technisch beispielsweise durch Wigefehler, siche Kapitel V) aus-
machenden Faktoren verschoben. Das Resultat ist eine vorgetduschte grofere
Streuung der Datenwerte [Mom91a] und damit eine schlechtere Trennung von
Referenzgruppen sowie gréfere Probleme bei der Zuordnung von Einzelproben
(s.u.). Da die “wahren” Gruppenwerte nicht bekannt sind, ist das Herausrech-
nen der Verdiinnung bei der Bestimmung von Referenzgruppenwerten jedoch
problematisch.

VII1.2.2 Projektionslésung

Eine Moglichkeit wire, das “Volumen” der Referenzgruppe durch die Berech-
nung eines “besten” Verdiinnungsfaktors fiir jede Probe zu minimieren. Unter
Volumen V einer m-dimensionalen Verteilung (=Gruppe) y wird dabei

n/ m
V(y) = ”722 I1 ¢ (VIL3)
r (%) =1

verstanden. Dabei sind die a; die Hauptachsen der Kovarianzellipse, die im
Fall verschwindender Korrelationen den Streuungen entsprechen. Der Faktor
vor dem Produkt ist das Volumen der m-dimensionalen Einheitskugel (siehe
Einfiihrungswerke in die mehrdimensionale Analysis, z. B. [Cou74]). Das Qua-
drat des obigen Ausdrucks ist (bis auf das Quadrat des “Volumens der Einheits-
kugel”) gerade die Determinante |Sy| der Kovarianzmatrix, so daB es geniigen
wiirde, diese zu minimieren.
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Abbildung VIL.5: Projektionsverfahren zur Verdiinnungsfaktorkorrektur von
Referenzgruppen

Am Beispiel einer 4 Proben umfassenden Gruppe ist in zwei Dimensionen das
Projektionsverfahren schematisch dargestellt. Durch Projektion auf eine belie-
bige Hyperebene H1 (links, gewihlt ist eine Hyperebene parallel zur x-Achse)
1aBt sich immer |Sy| = 0 und damit ein “Minimum” des Gruppenvolumens
erreichen. Der Mittelwertsvektor wird dabei leicht verdndert: der Mittelwert
der urspriinglichen Daten ist durch den strichpunktierten Vektor markiert, der
neue Mittelwert durch ein Kreuz. Die Rohdatenpunkte sind durch Kreise ge-
kennzeichnet, ihre Verschiebung entlang ihrer Ursprungsgeraden durch Pfeile.
Im rechten Bild ist die sinnvollste aller Hyperebenen dargestellt, auf die pro-
jiziert werden kann: die Hyperebene H2 senkrecht zum Rohdatenmittelwert.
Unter allen Hyperebenen ergibt sie die kleinste Streuung der Datenpunkte in-
nerhalb der Projektionsebene, wie auch geometrisch leicht einzusehen ist: die
Streuung in H2 wird durch die stirkere schwarze Linie gekennzeichnet, ein “Ver-
kippen” der Linie (gestrichelt dargestellt) bringt bei a kaum eine Verringerung
der Strecke, bei b dagegen den durch den Pfeil gekennzeichneten Zuwachs. Die
Hyperebene H2 ergibt auch vor und nach der Projektion gleiche Datenmittel-
werte.
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Ungliicklicherweise lassen sich immer Losungen fiir [Sy| = 0 angeben: die
Projektionen aller Proben auf irgendeine m — 1-dimensionale Hyperebene, die
durch den Mittelwertsvektor y der Referenzgruppe geht (siehe Abb. VIL5). Da
alle Kovarianzmatrizen positiv semidefinit sind (dies impliziert unter anderem
eine nichtnegative Determinante), ist damit auch ein Minimum von |Sy| gefun-
den. Diese Losung ist aber nicht einmal eindeutig. Selbst im Fall der Rechnung
ohne Korrelationen sind die achsenparallelen Hyperebenen des R™, die durch y
gehen, als Zielrdume der Projektion mit [[,, o0; = 0 (da ein o; = 0) Losungen.

Ein Ausweg aus diesem Dilemma ist, die Singularitit der gesamten Kovari-
anzmatrix Sy zu akzeptieren und das Minimum von |Sy || bei festgehaltener
Gesamtlinge des Mittelwertsvektors? zu suchen, wo Sy, | die (m-1) dimensiona-
le Kovarianzmatrix unter Vernachldssigung der Normalenrichtung der entspre-
chenden Hyperebene darstellt. Wie bereits aus geometrischen Griinden klar ist
(vergl. Abbildung VIL.5, rechts), ist dies die Hyperebene senkrecht zum Mit-
telwertsvektor. Der bei dieser Projektion fiir jede Probe x zu bestimmende
Verdiinnungsfaktor ist als Losung von

fx-y)y=0

nicht nur von der Losung von (VIIL.2) verschieden, er beriicksichtigt auch keine
Fehler. Ein Einsetzen von (Sy+f2Sx)~! zwischen die beiden Komponenten die-
ses Skalarproduktes fiithrt wieder zu asymmetrischen Losungen fiir d2. Deshalb
wird die Projektionsform nicht zur Korrektur der Referenzgruppenwerte emp-
fohlen. Sie entspricht aber — und das ist der Grund fiir ihre etwas ausfiihrlichere
Behandlung an dieser Stelle — bei der (von anderen Arbeitsgruppen) manchmal
verwendeten ungewichteten Rechnung einer Summenbedingung zwischen den
Komponenten eines Datenvektors x:

anmj =c, (VIL.4)
i=1

Dies fiihrt ebenfalls auf die Einschrinkung der Daten auf eine Hyperebene. Die
n; sind dabei die Komponenten des Normalenvektors n der Hyperebene, ¢ der
Abstand des Durchstofipunktes des Normalenvektors durch die Hyperebene vom
Koordinatenursprung. Eine 100%-Bedingung an die Daten (“alle Komponenten

ermittelt”) bei den alle Hauptelemente ermittelnden Analyseverfahren RFA und
ICP, fiihrt auf n = j, ¢ = 1 [Ait86].

VII1.2.3 [Iterative Losung

In der bereits angefiihrten Arbeit [Mom91a] sowie auch in [Mom92] werden die
Verdiinnungsfaktoren bei Referenzgruppen wie folgt beriicksichtigt: Zunichst
werden Referenzwerte (Mittelwerte und Streuungen) aus den Rohdatenvek-
toren ohne Beriicksichtigung irgendeiner Verdiinnung berechnet. Dann wird
unter Beriicksichtigung dieser Werte fiir jede einzelne Probe mit (VII.2) ein

*Die letzte Forderung ist notwendig, weil sonst durch Projektion aller Proben niher zum
Nullpunkt auch die absolute Streuung kleiner wird. Die in Frage kommenden Hyperebenen
miissen daher irgendwie im Hyperraum fixiert werden.
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Verdiinnungsfaktor beziiglich des “Rohdatenmittelwertes” bestimmt. Aus den
um ihre jeweiligen Verdiinnungsfaktoren korrigierten Datenvektoren werden
dann erneut Gruppenwerte bestimmt. Mit den neuen Gruppenwerten kann
dann erneut fiir jede Probe ein Verdiinnungsfaktor bestimmt werden, damit
dann wieder neue Gruppenwerte usw. Die lteration ist notwendig, da bei der
Rechnung nach (VIL.2) die Streuung der Gruppe mit eingeht und diese sich —
im Gegensatz zum Mittelwert — von einem Iterationsschritt zum n#chsten stark
andern kann. Das gleiche Verfahren — allerdings mit ungewichtet berechneten
Verdiinnungsfaktoren, siehe Abschnitt V.2 — wird auch von [Say76] vorgeschla-
gen, der allerdings wegen der ungewichteten Rechnung keine Iteration benétigt.

Die Projektion der Punkte durch das Anmultiplizieren der berechneten
Verdiinnungsfaktoren erfolgt nicht auf eine Hyperebene, sondern auf einen
Thaleskreis® durch y (siehe Abbildung VII.6). Damit ist auch in der Richtung
des Mittelwertsvektors noch eine — wenn auch geringe — Varianz der Daten
gegeben, die um so kleiner wird, je kleiner der “Offnungswinkel” der Grup-
pe ist. Bedingt durch verschiedene Meffehler ist der Thaleskreis nicht fiir alle
Proben der gleiche, so dafi die experimentellen Fehler auf diese Art eine gewis-
se “Grundstreuung” in alle Richtungen aufrecht erhalten. Da die Punkte aber
nicht in eine Kbene projiziert werden, sondern niherungsweise in eine Kugel-
kalotte, deren weitesten vom Ursprung entfernten Punkt der Mittelwertsvek-
tor bildet, sind die Mittelwerte vor und nach Projektion nicht ganz identisch,
sondern “driften” mit zunehmender lterationszahl in der Regel nach kleineren
Werten® (siehe dazu die Beispiele weiter unten in Abb. VII.13). Dies spielt zwar
fiir die Gruppierung unter Beriicksichtigung von Verdiinnung selbst keine Rol-
le, da derartige Verschiebungen entlang der Ursprungsgeraden ja gerade durch
(VI1.2) als Verdiinnungsfaktor behandelt werden (y und ky sind gleich im Sinne
von (VIL.2)), aber zum Vergleich mit publizierten Daten ist es sinnvoller, den
Mittelwert in der Ndhe des Rohdaten-Mittelwertes zu halten. Deshalb sollten
zumindest nach der ersten lteration bei der Mittelwertsbildung statt der f; fiir
die einzelnen Proben die f;/(3 f;/n) verwendet werden”: Ohne eine Anderung
der relativen Streuung wird dabei die Linge des Mittelwertvektors weitgehend
fixiert.

Es ist schwierig und wird hier auch nicht durchgefiihrt, die Kriterien des Ba-
nachschen Fixpunktsatzes (z. B. [Eng86]) zu verifizieren, die garantieren, daf
der geschilderte Iterationsprozefl gegen eine stabile Losung konvergiert. Dabei

Dies gilt exakt nur fiir die ungewichtete Rechnung, bei der die Linge von fx —y durch
Variieren von f minimiert wird: f wird so bestimmt, dafl fx —y senkrecht auf der durch x
gegebenen Richtung steht. Damit bilden fx und fx — y einen rechten Winkel. Da dies fiir be-
liebiges x bei festem y gilt, ist die geometrische Schar aller Lésungen fx ein (m-dimensionaler)
Kreis mit Durchmesservektor y (Satz des Thales). Fiir gewichtete Rechnungen mit fester Ko-
varianzmatrix Sy gilt das immer noch nach einer entsprechenden Variablentransformation,
wenn f2Sx = O. Ist letzteres nicht der Fall, verschiebt sich die Form etwas, abhingig von der
relativen Gréfle von Sx und Sy.

%Fs kann aber auch der umgekehrte Fall auftreten: Die Thaleskreise fiir die einzelnen Pro-
ben kénnen abhéngig von den Mefifehlern so verschieden liegen, dafi der Effekt der Drift nach
unten weitgehend aufgehoben wird und stattdessen durch etwas unterschiedliche Fehlerge-
wichtung eine Drift in die andere Richtung stattfindet. Ein Beispiel dafiir folgt im nichsten
Abschnitt.

"Der Mittelwert dieser driftkorrigierten f; ist 1.
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Abbildung VI1.6: Graphische Darstellung der iterativen Verdiinnungsfaktorkor-
rektur bei Referenzgruppen

Die Gruppe und die Form der Darstellung entsprechen Abbildung VIL.5. Im
linken Bild ist die Projektion der Proben durch die Anwendung des aus (VII1.2)
bestimmten Verdiinnungsfaktors dargestellt, alle Proben werden auf den durch

Rohdaten) und den Ursprung definierten Thaleskreis T1 projiziert. Fiir Grup-
pen mit nicht allzu groBem “Offnungswinkel” (Beispiel Proben 2,3) ist dieser
Unterschied zwischen Kreis und Tangentenebene H2 (sieche Abbildung VIL5)
allerdings gering. Im Unterschied zum Projektionsverfahren liegt der rechte
Winkel aber nicht beim Mittelwertsvektor y, sondern bei den geschobenen Pro-
benpunkten fx.

Die Darstellung ist allerdings eine grobe Vereinfachung: in Wirklichkeit ist der
Kreis durch Verwenden der verdiinnungsfaktor- und probenfehlerabhingigen
Metrik (f?Sx + Sy)~! stark verzerrt und auch nicht fiir alle Proben gleich.
Die geometrischen Verhiltnisse bleiben aber die gleichen, durch die Minimie-
rung von (VII.2) liegt bei fx ein “im Sinne der Metrik” rechter Winkel. Um die
Verhiltnisse einfach darzustellen, wurde hier Sy = I, Sy = 0 angenommen, was
einer ungewichteten Rechnung entspricht. Die Gewichtung stellt aber lediglich
eine Verzerrung des Koordinatensystems dar, der geometrische Grundgedanke
bleibt der gleiche.

Da der urspriingliche Mittelwertsvektor von allen Punkten auf dem Thales-
kreis den weitesten Abstand vom Ursprung hat, kénnen die Mittelwerte vor
und nach einem Iterationsschritt nicht die gleichen sein. Der neue Mittelwert
nach der Projektion ist links durch ein Kreuz gekennzeichnet. Im rechten Bild
ist der nichste Iterationsschritt mit diesem neuen Mittelwert dargestellt: der
Durchmesser des neuen Thaleskreises T2 ist kleiner geworden, alle Proben wer-
den weiter zum Ursprung hin projiziert. Der Pfeil “Mw” illustriert deutlich die
Verschiebung des Mittelwertes wihrend des vorhergehenden Iterationsschrittes,
der aus dem rechten Iterationsschritt gewonnene Mittelwert ist erneut kleiner
und wieder durch ein Kreuz markiert.

Aus der Darstellung ist klar, dafl der Prozef§ der Verschiebung zu kleineren Da-
tenwerten beim Iterationsverfahren nicht abbricht. Daher muf} iiber irgendeine
Normierung (z. B. 3" fi/n = 1) die Verschiebung der Gruppenwerte verhindert

werden.
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handelt es sich um das Problem, ob fp**!) = F(fp(”)) einen Fixpunkt besitzt.
fp(”) ist dabei der Verdiinnungsfaktorvektor mit allen Probenverdiinnungsfak-
toren des v-ten Iterationsschrittes, also ein Vektor mit n Eintrigen. “F” stellt
den gesamten Prozef der Berechnung von neuen Mittelwerten nach (IV.13) und
(IV.14) und — daran anschlieBend — neuen Verdiinnungsfaktoren aus (VII.2) dar.
Nachzuweisen wire:

1. Es existiert fiir jeden Verdiinnungsfaktor f; ein abgeschlossenes Intervall
D; = [ai, bj] (z. B. [0,10]), das durch die Iteration nicht verlassen wird,
also fl-(y) € D; fiir alle v. Die Intervallgrenzen brauchen nicht fiir jede
Komponente die gleichen zu sein, es geniigt sogar, einen insgesamt abge-
schlossenen konvexen Bereich D des R™ zu fordern.

2. F ist kontrahierend:

|F(fp) — F(gp)|l < Ll/fp — gpl|

Dabei sind fp und gp zwei beliebige Verdiinnungsfaktorvektoren aus D,
|| - || irgendeine Norm des R™, L eine “Lipschitzkonstante” mit 0 < L < 1.

Wihrend die erste Bedingung anschaulich noch halbwegs klar und erfiillt ist
(die Verdiinnungsfaktoren werden weder kleiner als 0, noch “reifien sie plotz-
lich nach oben aus”), so hdngt die zweite in derart komplexer Weise iiber die
oben genannten Gleichungen von den x; und den bereits ermittelten f; des vor-
hergehenden lterationsschrittes ab, dafl auf den Nachweis verzichtet und die
Konvergenz der lteration “experimentell” beobachtet wurde.

Unter Benutzung der zusidtzlichen Verdiinnungsfaktorkorrektur der Refe-
renzgruppe ergibt sich ein gegeniiber Abschnitt V.4 vollstindig auf die Beriick-
sichtigung von Verdiinnungen erweitertes Gruppierungsverfahren (siehe Abbil-
dung VIL.7). Dargestellt ist nur der in Abbildung IV.5 gestrichelt umrahmte
Teil des eigentlichen Gruppierungsprozesses, der hier um die Méglichkeit der
Verdiinnungsfaktorkorrektur auch der Referenzgruppenwerte erweitert wurde.
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Gruppierung durch Filter:

Verdiinnungskorrektur der Referenzgruppen

Schleife iber Gruppen:
ndchste Gruppe

Konvergenz
oder max. Anzahl
Tterationen ?

nein

Filtern des
Datensatzes

Y

Mittelwerte Neue Verdiinnungs-
neue

passende Proben
gefunden ?

und Streuungen [«— faktoren fir jede

neu berechnen Probe berechnen

Gruppenwerte unverdndert

Abbildung VIL.7: Fluldiagramm zur Verdiinnungskorrektur der Gruppenwerte
Vom gesamten Algorithmus der Abbildung IV.5 ist hier nur der eigentliche
Gruppierungsprozef innerhalb des gestrichelten Kistchens dargestellt, die Fort-
setzungen werden durch Kursivschrift angedeutet.

Neu gegen Abbildung IV.5 ist die Verdiinnungskorrektur der Gruppenwerte
durch das in diesem Abschnitt geschilderte Iterationsverfahren. Entweder wird
eine feste Anzahl von lterationen vorgegeben, oder es wird weiteriteriert, bis
stabile Werte gefunden werden. Wiahrend der Gruppierung eines Datensatzes
geniigt aber meist bereits eine lteration, um durch Verdiinnung nicht mehr
beeinflufite Gruppenwerte zu erhalten, wie in den nichsten Abschnitten noch
dargestellt wird.
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VII1.2.4 Eigenschaften des Iterationsprozesses

In diesem Abschnitt werden einige Eigenschaften desin Bonn verwendeten itera-
tiven Verdiinnungsfaktorkorrekturverfahrens und seine Auswirkungen auf reale
Datensitze genauer diskutiert.

Die offensichtlichste Eigenschaft ist sicherlich die Verringerung der Streu-
ungen der einzelnen Elemente bereits nach einem Iterationsschritt (siehe dazu
auch die Tabelle in [Mom91a]), ohne daf sich die Mittelwerte der “unverdiinn-
ten” Datenvektoren von denen der korrigierten wesentlich unterscheiden. Abbil-
dung VII.8 zeigt die Verringerung der relativen Streuung fiir 30 Elemente einer
112 Proben umfassenden Referenzgruppe aus dem rémischen Bonn ([Mom91c],
dort “Bonn A” bezeichnet). Davon sind aufier den in Keramikgruppen als che-
misch unstabil oder von den Daten her wild streuuend (z. B. [Ker93] und dar-
in enthaltene Referenzen) bekannten Elementen As, Ba, Ca und Na alle zur
Verdiinnungsfaktorkorrektur benutzt worden. Die Ergebnisse sind dargestellt
nach der ersten und nach 60 Iterationen, einer Anzahl, bei der allmahlich Kon-
vergenz erreicht worden sein sollte. Zunichst ist die Reduktion der Streuungen
fiir viele Elemente, insbesondere fast alle Seltenen Erden, auffillig. Nur wenige
der zur Verdiinnungsfaktorrechnung herangezogenen Elemente (Cr, Hf, Gd, Sb,
Zr) zeigen keine oder nur eine unwesentliche Verringerung der Varianz. Dabei
handelt es sich zum Teil (Cr; Zr und das damit in der selben Nebengruppe
des Periodensystems stehende und geochemisch meist korrelierte Hf) um Ele-
mente, die in speziellen Mineralien angereichert sein kénnen und demzufolge
iiber eine Magerung oder natiirliche Beimengung das Spurenelementmuster des
Tons selbst verdiinnen kénnen, so dafl es nur folgerichtig ist, wenn sie bei ei-
ner Verdiinnungsfaktorkorrektur keine Verringerung der Streuung zeigen®. Dies
kann zumindest auch fiir Ca, das unter Umstdnden damit korrelierte Ba (beides
2. Hauptgruppe des Periodensystems !) sowie Na gelten. Fiir Gd sind fiir die
meisten Proben keine Werte vorhanden, offenbar reicht der Kinflufl des Elemen-
tes in der Rechnung nicht aus, die Streuung zu minimieren.

Bemerkenswert ist das Verhalten der Streuungen abhingig von der Rechen-
art und der Iterationsanzahl. W&hrend sich die beiden Werte der Rechnung
ohne Korrelationen nur unwesentlich unterscheiden, ist bei der Rechnung mit
Korrelationen oft noch eine starke Reduktion der Streuungen zwischen erstem
und 60. Iterationsschritt festzustellen. Dieses Merkmal des lterationsprozesses
wird in der Abbildung VIL.9 noch verdeutlicht. Sie zeigt fiir Sc, Na und Fe das
Verhalten der relativen Streuungen o;/Z; fiir drei verschiedene Gruppen von
Standards und Keramik iiber 60 Iterationsschritte sowohl mit als auch ohne
Beriicksichtigung von Korrelationen. Man erkennt, daf§ auch hier die Annahme
unkorrelierter Elemente sehr schnell auf stabile, von der Streuung der Rohdaten
abweichende Werte fiihrt. Bei den dargestellten Beispielen gilt dies bereits nach
2 — 4 lterationen und auch, wenn nur sehr wenige Elemente bei der Bestim-
mung des Verdiinnungsfaktors beriicksichtigt werden (Beispiel Mykene, strich-
punktierte Linie). Bei der Beriicksichtigung von Korrelationen zwischen den zur
Verdiinnungsfaktorberechnung herangezogenen Elementen sind die Verhiltnis-

8Bereits [Hang4] findet Zr und Hf fiir Keramik der Kélner Bucht als mit der Magerung
korreliert.
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Abbildung  VIIL.8: Verringerung der Referenzgruppenstreuung durch
Verdiinnungsfaktoriteration

Dargestellt sind die relativen Streuungen (o;/Z;) fiir 30 Elemente, bezogen auf
die relativen Streuungen dieser Elemente in der Rohdatengruppe (=100 %).
Aufler As, Ba, Caund Na wurden alle zur Verdiinnungsfaktorkorrektur wihrend
der Tteration benutzt. Die Rechnung wurde durchgefiihrt sowohl mit als auch
ohne Beriicksichtigung von Korrelationen. Dargestellt sind die Ergebnisse nach
je einer und je 60 Iterationen. Man erkennt fiir viele Elemente eine deutliche
Reduktion der Streuung bereits nach einer Iteration.
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Abbildung VII.9: Streuungen von Referenzgruppenwerten in Abhingigkeit von
Iterationsanzahl bei Verdiinnungskorrektur

Dargestellt sind die relativen Streuungen (o;/Z;) von Sc, Na und Fe in
Abhingigkeit von der Iterationsanzahl. Dargestellt sind die Werte fiir bis zu
60 Iterationen, jeweils ohne (gestrichelt) und mit Beriicksichtigung (durchge-
zogen) von Korrelationen bei der Bestimmung der Verdiinnungsfaktoren. Als
Beispiele fiir Referenzgruppen wurden die vorhandenen CKFA-Standardproben
[Mom91a], die grofie Gruppe aus dem rémischen Bonn [Mom91c] und die be-
reits erwihnte Mykene-Referenzgruppe [Mom92] benutzt. Zur Bestimmung des
Verdiinnungsfaktors wurden (hier) 26 Elemente (sieche Abschnitt 1.3) herange-
zogen, Na ist in diesem Satz nicht enthalten. Die strichpunktierte Linie fiir die
Werte der Mykene-Gruppe stellt eine Verdiinnungsfaktorrechnung nur unter
Beriicksichtigung von La und Sc (ohne Korrelationen) dar, die punktierte (bei
Sc und Na weitgehend mit der strichpunktierten identisch !) die gleiche Rech-
nung mit Beriicksichtigung der Korrelation zwischen Sc und La. Man beachte
die unterschiedlichen Skalierungen der Ordinaten auch fiir gleiche Elemente !
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se anders. Nicht nur, dafl ein einigermaflen stabiler Wert — wenn iiberhaupt
— erst nach sehr viel mehr Iterationen erreicht wird, auch Spriinge zwischen
aufeinanderfolgenden Iterationen sind zu beobachten. Diese sind um so ausge-
pragter, je weniger Mitglieder die entsprechende Gruppe umfafit. Dafiir kommen
zwei Griinde in Frage: zum einen numerische Unsicherheiten (Rundungsfehler)
bei der notwendigen Inversion einer 26 x 26 Matrix”, zum anderen der unter
Umstdnden grofie Einflufl bereits einer einzigen Probe der Referenzgruppe auf
einzelne Korrelationskoeffizienten. Dies kann zu sprungartigen Verdnderungen
der entsprechenden Korrelationskoeffizenten von einer Iteration zur nichsten
fiihren. Dann aber kénnen auch die berechneten Verdiinnungsfaktoren in dieser
nachsten Iteration wieder stark schwanken usw. Fiir den zweiten Grund spricht
insbesondere, dafl bei der die meisten Mitglieder umfassenden dargestellten Re-
ferenzgruppe (Bonn A) das “Zittern” viel weniger ausgeprigt ist, als bei den
anderen beiden Gruppen. Werden nur zwei Elemente bei der Berechnung von
Korrelationen iiberhaupt beriicksichtigt (Beispiel Mykene, gepunktete Linie),
verschwindet das Zittern ebenfalls. Da die Anzahl der in die Rechnung eingehen-
den Korrelationskoeffizienten quadratisch mit der Anzahl der beriicksichtigten
Elemente wichst, ist durch die Verwendung nur eines Korrelationskoeffizienten
in der Rechnung eine gréfere Stabilitdt aber auch zu erwarten.

Ein dhnliches Verhalten beziiglich der Stabilitit der Iteration findet man
auch bei den Korrelationskoeffizienten. In Abbildung VIIL.10 sind einige von
ihnen dargestellt. Wieder gilt fiir die die Korrelationen bei der Bestimmung
der Verdiinnungsfaktoren nicht beriicksichtigende Rechnung, dafl bereits nach
wenigen Iterationen ein stabiler Wert erreicht wird. Werden jedoch auch Neben-
diagonalelemente in Sy bei der Rechnung zugelassen, so scheint nicht nur die
Anniherung an stabile Werte langsamer zu erfolgen, sondern die in der Rech-
nung beriicksichtigten Korrelationskoeffizienten rr,_g. und rge—s. konvergieren
offenbar auch auf einen dem “Rohdatenkorrelationskoeffizienten” ndheren Wert
oder entfernen sich zumindest langsamer von ihm (Bonn A). Fiir das in der
Verdiinnungsfaktorrechnung nicht beriicksichtigte Na differieren die Werte bei-
der Rechnungen dagegen in allen Beispielen um weniger als 0.1.

Bemerkenswert ist die Beriicksichtigung von nur zwei Elementen in der
Rechnung (Beispiel Mykene-Gruppe). Trotz unterschiedlichen Rechenverfah-
rens sorgt die Verdiinnungsfaktorkorrektur sofort fiir eine fast vollstindige ne-
gative Korrelation (rra—sc = —0.998) zwischen den beiden Elementen in einem
Iterationsschritt. Dies ist aus dem vorigen Abschnitt verstindlich. Durch die
Beriicksichtigung lediglich zweier priazise gemessener Elemente sind die “idea-
len” Bedingungen der Abbildungen VII.5 und V1.6 nahezu erfiillt. Die Projek-
tion auf den Thaleskreis entspricht lokal um den Mittelwert herum fast der Pro-
jektion auf die zu y senkrechte Hyperebene, was einen Korrelationskoeffizienten
von —1 geliefert hitte. Die geringe Kriimmung und der durch verschiedene Pro-
benfehler nicht ganz gleiche Zielraum der Projektion fiihren auf den geringfiigig
grofleren Korrelationskoeffizienten. Der stark negative Korrelationskoeffizient
mit Fe mag dagegen Zufall sein.

Das Gesamtverhalten des lterationsprozesses ist zuriickzufiihren auf die

225 oder 26 Elemente werden bei der Rechnung beriicksichtigt, sieche Abschnitt 1.3
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Abbildung VII.10: Korrelationen von Referenzgruppenwerten in Abhingigkeit

Dargestellt sind die Korrelationskoeffizienten r von La, Na und Fe jeweils mit Sc

und in Abhingigkeit von der lterationsanzahl. Die Bedeutungen der verschie-

denen Linientypen und die Rechnungen stimmen mit Abbildung VIL.9 iiberein.
Auch hier wieder ist bei der Mykene-Gruppe die Rechnung nur mit Beriicksich-

tigung von Sc und La dargestellt, ohne (strichpunktiert) und mit (punktiert)
Beriicksichtigung des im oberen rechten Bild dargestellten Korrelationskoeffi-
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Eigenschaft des Berechnungsverfahrens der Verdiinnungsfaktoren: werden in
(VIL.2) keine Diagonalelemente beriicksichtigt, gehen alle Elemente (nur iiber
ihre individuellen Streuungen skaliert) ungefihr gleich in die Rechnung ein, un-
abhingig von ihrer Korrelation. Der am Ende der Rechnung ermittelte “stabile”
Wert fiir die Korrelation zwischen einzelnen Elementen gibt daher einen Wert
an, der erhalten wird, wenn man die Rohdaten als durch Verdiinnungseffekte
so stark gestort ansieht, dafl die aus ihnen berechneten Korrelationen ohnehin
nicht den im Datensatz herrschenden Verhéltnissen entsprechen und durch die
Verdiinnung selbst zu gréferen positiven Werten hin verzerrt sind. Ein allen
Elementen gemeinsamer Verdiinnungsfaktor innerhalb je einer Probe ruft ge-
nau diesen Effekt hervor. Allerdings ist nach der Verdiinnungsfaktorkorrektur
die ermittelte Korrelationsmatrix jedoch auch nicht die “wahre” und sicherlich
durch die bereits im letzten Abschnitt diskutierte Projektion beeinfluit (s.u.).

Die der von vornherein Korrelationen beriicksichtigenden Rechnung zugrun-
de liegende Annahme ist, daf bereits im Rohdatensatz durch die Verdiinnungs-
effekte nur eine geringe Stérung vorliegt und die dort ermittelten Korrelati-
onskoeffizienten weitgehend den “wirklichen” entsprechen, so dafl ihre Beriick-
sichtigung in der Rechnung gerechtfertigt ist. Gegen diese Annahme spricht
mehreres:

1. Die in den linken Spalten der Abbildungen VIIL.9 und VII.10 dargestellte
CFA-(Standard)-Referenzgruppe [Mom91a] sollte aus sehr gut homoge-
nisiertem Material bestehen. Natiirliche Streuungen und Korrelationen
sollten innerhalb dieser Gruppe nicht auftreten. Sind Korrelationen den-
noch vorhanden, sind sie auf experimentelle Fehler zuriickzufiihren, also
entweder durch eine fehlerhafte Korrektur auf Interferenz- oder nuklea-
re Effekte zwischen zwei Elementen oder eben auf Verdiinnungseffekte.
Die drei dargestellten Elemente geh6ren zu den am problemlosensten zu
vermessenden bei der in Bonn praktizierten INAA. Deshalb deuten ins-
besondere Korrelationen nahe 1 auf starke Verdiinnungseffekte hin, die
durch Nichtberiicksichtigung dieser wahrscheinlich falschen Werte in der
Korrekturrechnung auch stark reduziert werden (sieche Abbildung VII.10).

2. Die bei Beriicksichtigung von Korrelationen erhaltenen Korrelationskoef-
fizienten weichen oft (siehe Bonn A und Abbildung VII.11) ebenfalls stark
von ihren Anfangswerten ab und nihern sich denen der Rechnung ohne
Korrelationskoeffizienten. Demzufolge ist die Verdiinnung nicht nur eine
“geringe Storung”.

Abbildung VII.11 illustriert das Verhalten aller an der Rechnung beteiligten
Korrelationskoeffizienten wihrend der Iteration am Beispiel der grofiten und
damit von “numerischen Stérungen” am wenigsten beeinflufiten Beispielgruppe
Bonn A, die aus 112 Proben besteht. Bei einer Beriicksichtigung von 26 gemesse-
nen Klementen, von denen jedes mit jedem anderen einen Korrelationskoeffizien-
ten aufweist, erhdlt man insgesamt 26 x 25/2 = 325 Werte, die als Histogramm
dargestellt sind. Weisen die Rohdaten — bedingt durch Verdiinnungseffekte —
noch eine starke Verschiebung der Korrelationskoeffizienten zu positiven Wer-
ten auf, verschwindet diese bereits nach einer (!) Iteration, wenn die Korrelati-
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Abbildung VII.11: Verteilung der Korrelationskoeffizienten in Gruppe Bonn A
Dargestellt ist die Verteilung aller 325 Korrelationskoeffizienten von je zwei
der 26 zur Verdiinnungsfaktorkorrektur herangezogenen Elemente fiir die Roh-
daten (oben links) und nach einer, zwei und 60 Iterationen mit (links) und
ohne (rechts) Korrelationsberiicksichtigung in der Rechnung. Oben rechts ist
die Verteilung von unten rechts mit der zu erwartenden Verteilung der Kor-
relationskoeffizienten einer 112 Proben umfassenden Stichprobe bei nicht kor-
relierter Grundgesamtheit verglichen, diese Kurve ist auch in den unteren bei-
den Bildern mit dargestellt. Bei dem dunkler schattierten Histogrammeintriagen
handelt es sich um Korrelationskoeffizienten der Seltenen Erden untereinander
(siehe Haupttext).
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onskoeffizienten in der Rechnung nicht beriicksichtigt werden (rechte Spalte des
Bildes). Nach der ersten Iteration &ndert sich dagegen das Aussehen des Histo-
gramms nicht mehr wesentlich. Etwas anders ist das Iterationsverhalten, wenn
Korrelationskoeffizienten von Anfang an beriicksichtigt werden (linke Spalte).
Der Schwerpunkt bei positiven Werten ist noch nach einer und auch noch nach
zwei Iterationen festzustellen. Erstaunlicherweise dhnelt das Bild nach 60 Itera-
tionen aber eher der aus der ohne Beriicksichtigung von Korrelationen und dort
bereits nach wenigen lterationsschritten erhaltenen Verteilung. Daraus kann
geschlossen werden, daff ohne Stérungen durch Verdiinnungseffekte die Vertei-
lung der Korrelationskoeffizienten tatsichlich eher der Verteilung unten rechts
entspricht und die Konvergenz zu diesen Werten durch die Beriicksichtigung
der (falschen) Korrelationskoeffizienten der Rohdaten lediglich verzdgert oder
verhindert wird. Das wird durch die oben fiir die CFA-Gruppe diskutierte Be-
obachtung noch unterstiitzt.

Die dargestellten Verteilungen der Korrelationskoeffizienten lassen noch drei
weitere durch Daten und Iteration bedingte FEigenschaften erkennen, die bei
anderen Datensitzen genauso beobachtet werden kénnen:

1. Nach einer oder mehreren Iterationen (ohne Korrelationskoeffizienten-
beriicksichtigung) ist eine Verschiebung des Maximums der Verteilung
nach leicht negativen Werten zu beobachten. Dieser Effekt entspricht der
oben an dem Zwei-Elemente-Beispiel diskutierten Projektion auf ein Stiick
Kugeloberfliche und der damit verbundenen Verzerrung zu negativen
Korrelationskoeffizienten. In grober Ndherung erwartet man bei unkor-
relierten Daten, die aber einer dhnlichen Projektion unterzogen werden,
Korrelationskoeffizienten von 1/m(= 1/26 hier) [Ait86]. Dies entspricht
etwa dem beobachteten Maximum zwischen r» = —0.05 und r = —0.1.

2. Im Bild oben rechts und in den beiden unteren Bildern ist zusétzlich
die zu erwartende Verteilung der Korrelationskoeffizienten eingezeichnet,
die bei einer 112 Proben umfassenden Stichprobe und 325 Korrelations-
koeffizienten zu erwarten wire, wenn die Grundgesamtheit selbst unkor-
reliert ist (vgl. Kapitel 1V, die hier dargestellte Kurve ist nach (16.62)
in [Ken69] berechnet). Zwar ist die ermittelte Verteilung etwas breiter
als diese theoretische, und auch die bereits diskutierte Verschiebung des
Maximums nach negativen Werten ist zu beobachten. Insgesamt aber ist
der Unterschied bemerkenswert klein. Die Korrelation innerhalb des Da-
tensatzes ist sicherlich wesentlich geringer, als man aus der Verteilung
der Rohdaten-Korrelationskoeffizienten vermuten wiirde. Ein durch eine
Vernachlissigung aller Korrelationen bei der Rechnung gemachter Fehler
ist wahrscheinlich nicht besonders grof}, zumal die in der Praxis immer
vorhandenen numerischen Schwierigkeiten mit nicht diagonalen Matrizen
wegfallen.

3. In Abbildung VII.11 gesondert eingezeichnet (dunkler schattiert) sind die
28 Korrelationskoeffizienten der Elemente La, Ce, Nd, Sm, Gd, Tbh, Yb
und Lu untereinander. Diese Elemente werden als Lanthaniden oder sel-
tene Erden bezeichnet. Sie zeigen ein weitgehend gleiches geochemisches
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Verhalten'®. Im allgemeinen werden sie in der Literatur als geochemisch
gleich reagierend (und damit stark korreliert) eingestuft [Mas85]. Viel-
leicht gilt dies in bezug auf verschiedene Gesteinsarten, offenbar aber
nicht innerhalb einer aus derselben Lagerstitte gefertigten Keramik-
Referenzgruppe. Nicht einmal bei den Rohdaten weisen die seltenen Kr-
den auffillig hohe Korrelationswerte untereinander auf. Auch nach der
Verdiinnungsfaktorkorrektur sind die betreffenden Korrelationskoeffizien-
ten weitgehend homogen im Histogramm verteilt und jedenfalls nicht an
dessen oberen Rand konzentriert. Daher mufl davon ausgegangen werden,
daf in einer (geochemisch als weitgehend homogen zu betrachtetenden)
Tonlagerstdtte diese Elemente sich eher gegenseitig ersetzen als dafl sie
sich insgesamt gegen die anderen Spurenelemente an- oder abreichern.
Gerade bei der INAA wurde mit dem Argument der starken Korrelati-
on der Lanthanide untereinander bei der Gruppierung manchmal auf viele
dieser Elemente verzichtet [Per69], obwohl ihre Bestimmung sehr problem-
los und prizise ist. Die hier dargestellten Daten entkriften jedoch dieses
Argument.

2.1 ¢ c
2E BonnA -~ BonnA
1.9 = Rohdaten - nach Verdiinnungskorr.
1.8 & Lo e
1.7 & . = *
oy * ,*(*** = * x
1.6 E *,;5 :#&’; E o N
F o ¥ - = ol *
e ol = y *'E**%”
14 = ST =
1.3 — . e
12 & r=0.94 = r=0.02
1.15\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\ E\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\
70 80 90 100 110 70 80 90 100 110
Cer [ppm]

Abbildung VI11.12: Verringerung des Korrelationskoeffizienten am Beispiel Ce-

Eu.

Aufgetragen sind die Konzentrationswerte von Ku gegen die von Ce fiir die
112 Proben der Gruppe Bonn A. Sind beide Elemente in den Rohdaten stark
korreliert (links), so verschwindet die Korrelation nach einer Iteration zur

Verdiinnungsfaktorkorrektur fast ganz (rechts).

"“Ebenfalls in Bonn bestimmt werden von den Lanthaniden noch Eu und Pr. Der Wert fiir
Pr ist aber recht unsicher. Pr gehort nicht zu den 26 “Verdiinnungsfaktorrechnungselemen-
ten” und die entsprechenden Korrelationskoeffizienten sind nicht mit dargestellt. Eu zeigt ein
abweichendes geochemisches Verhalten [Mas85].
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Abbildung VI1.13: Drift der Mittelwerte wahrend des Iterationsprozesses
Dargestellt ist der iiber alle Proben gemittelte Verdiinnungsfaktor wihrend der
Iteration als Ma#B fiir die Drift des Gruppenmittelwertes (der Konzentrationen)
entlang seiner Ursprungsgeraden. Die im Abschnitt VII.2.3 beschriebene Nor-
mierung der Verdiinnungsfaktoren erfolgte wihrend dieser Iterationen nicht,
der erhaltene mittlere Verdiinnungsfaktor ist selbst ein Maf fiir die Drift der
Gruppenmittelwerte. Werte grofler als 1 bedeuten eine Verschiebung der Kon-
zentrationsmittelwerte zu gréBeren Werten (alle Probenkonzentrationen miissen
mit einer Zahl grofler als 1 multipiziert werden, um “verdiinnungsfaktorkorri-
giert” in die Nidhe des Gruppenmittelwertes der letzten Iteration zu gelangen),
Werte kleiner als 1 eine zu kleineren Werten. Dargestellt sind wieder die Bei-
spiele der Abbildungen VII.9 und VII.10, dabei auch die Rechnung nur mit La
und Sc fiir die Mykene-Gruppe, ohne (strichpunkiert) und mit (punktiert) der
Beriicksichtigung des Korrelationskoeffizienten zwischen den beiden Elementen.

Ein besonders krasses Einzelbeispiel fiir die Reduktion eines Korrelations-
koeffizienten ist in Abbildung VII.12 fiir die Gruppe Bonn A gegeben. In den
Rohdaten sind die Elemente Ce und Eu hoch korreliert (r = 0.94). Nach der
Verdiinnungsfaktorkorrektur ist davon nichts mehr sichtbar, mit einem Korrela-
tionskoeffizienten von r = 0.02 kénnen die Werte beider Elemente als statistisch
unabhingig voneinander angesehen werden.

Als letzte Betrachtung des lterationsvorganges an Beispielen wird noch die
bereits im letzten Abschnitt theoretisch diskutierte Drift der Mittelwerte dar-
gestellt (Abbildung VII.13). Wie zu erkennen ist, stimmt insbesondere fiir die
Rechnungen ohne Beriicksichtigung von Korrelationen das Verhalten der lte-
ration mit der vorhergesagten Drift zu kleineren Werten iiberein, bei den bei-
den Keramikgruppen macht sie nach 60 Tterationen bereits 10 % aus. Wer-
den Korrelationen beriicksichtigt, so sind insbesondere bei der Mykene-Gruppe
und den CFA-Proben wieder numerische Instabilitdten zu beobachten. Bei bei-
den Iterationen findet ebenfalls eine Drift nach kleineren Werten hin statt, bei
der CFA-Gruppe allerdings liegen nach der ersten lteration die Mittelwerte
der Verdiinnungsfaktoren zunidchst iiber 1, was bei der ersten Anwendung von

144



Verdiinnungsfaktoren manchmal beobachtet wird. Bemerkenswert ist das Ver-
halten der Rechnung fiir Bonn A (mit Korrelationen) und insbesondere fiir die
Mykene-Gruppe unter Verwendung von nur 2 Elementen. Bei letzterer (mit und
ohne Korrelationen) tritt der nur selten beobachtete Fall ein, daf die Konzentra-
tionsmittelwerte zu hdheren Werten driften, bei Bonn A immerhin stabilisieren
sich die Mittelwerte und driften gar nicht mehr. Verstanden werden kann dies
aus der gewichteten Berechnung der Mittelwerte heraus: wenn aus irgendeinem
mefBtechnischen Grund die genauer gemessenen Konzentrationswerte stets die
mit der h6heren Konzentration sind, so wird auch der Mittelwert heraufgezogen
und damit die urspriingliche Drift umgekehrt.

VII.2.5 Separation von verdiinnungskorrigierten Referenz-
gruppen

Die Verringerung der Streuungen durch die Verdiinnungskorrektur innerhalb
einer Referenzgruppe gestattet nicht nur, den erhaltenen chemischen Fingerab-
druck genauer anzugeben, sie gestattet meist auch eine erheblich bessere Sepa-
ration zwischen benachbart liegenden Referenzgruppen und erlaubt manchmal
sogar erst die Trennung zwischen Gruppen. Als Beispiel dafiir dienen die ermit-
telten beiden gréfiten Gruppen aus Pingsdorf (33 Proben, J) und Langerwehe
(18 Proben, 1) des Kapitels 1V.4, die bei der Verwendung des dort geschilderten
Gruppierungsverfahrens mit dem Mahalanobisfilter (IV.1) und ohne Korrektur
der Gruppenwerte noch relativ eng benachbart liegen. Korrelationen wurden
und werden bei diesem Beispiel nicht beriicksichtigt, dazu sind die Gruppen zu
klein.

In Abbildung VII.14 sind fiir die Mahalanobisdistanz (VIIL.1, hier allerdings
ohne Normierung) zwischen den beiden Gruppen bei Beriicksichtigung der 25
auch zur Verdiinnungsfaktorkorrektur verwendeten Elemente die Beitrige der
einzelnen Elemente zur Gesamtsumme dargestellt, und zwar sowohl fiir die
Rohdaten als auch fiir die verdiinnungsfaktorkorrigierten Gruppenwerte. Die
Hauptbeitrige kommen von den Elementen Cs, Rb, Ta und Th, unabhingig von
der Berechnungsweise der Gruppenwerte!!. Allerdings sind alle diese Einzelbei-
trage bei Verwendung der verdiinnungskorrigierten Werte gréfler und damit die
Gruppentrennung besser, wie zu erwarten. Ein wesentlicher Zuwachs der Ein-
zelkomponentenbeitrige durch die Verdiinnungskorrektur (Faktor 2 und mehr)
wird fiir Ce, Ni, La und Sc beobachtet, davon trigt aber nur La wesentlich zur
Unterscheidung beider Gruppen bei, und das auch erst nach der Verdiinnungs-
korrektur. Der komponentenweise quadratische Abstand fiir Fe und Hf wird
durch die Verdiinnungskorrektur sogar geringer. Dies entspricht der Beobach-
tung von Abbildung VII.8, wo die Streuung auch einiger an der Verdiinnungs-
korrektur beteiligter Elemente durch diese Korrektur vergrofiert wurde. Wie
aus dem oberen Diagramm in Abbildung VII.14 hervorgeht, sind aber weder
Fe noch Hf Elemente, die iiber die Zugehorigkeit zu einer der beiden Gruppen
entscheiden, so dafl diese Verringerung einzelner Komponenten der Mahala-
nobisdistanz bei deren Gesamtwert keine Rolle spielt. Der umgekehrte Effekt,

"Nach diesen Elementen lassen sich die beiden Gruppen beim “direkten Vergleich der Da-
ten” am besten trennen.
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Abbildung VII.14: Verbesserung der Intergruppenabstinde durch Verdiinnungs-
korrektur in den Referenzgruppen

Dargestellt sind oben die elementweisen Beitrige df (:dl%/[+P,o.K.,j) zur quadra-
tischen Mahalanobisdistanz zwischen den jeweils grofiten Referenzgruppen aus
Pingsdorf und Langerwehe, sowohl ohne (rechte) als auch mit (linke Balken)
Verdiinnungskorrektur der Referenzgruppen. “sign” steht fiir die Vorzeichen-
funktion, die fiir einen positiven Ausdruck des Argumentes 1 und fiir einen
negativen —1 liefert. So gibt die Balkendarstellung zusitzlich an, ob der Wert
der Pingsdorf-Gruppe grofier als der der Langerwehe-Gruppe (Balken oberhalb
der Nullinie) oder kleiner (Balken unterhalb der Nullinie) ist.

Unten ist der komponentenweise Zuwachs der Mahalanobisdistanz durch
die Verdiinnungskorrektur durch das Verhiltnis d?(korrigerte Werte)
/d?(Rohdaten) illustriert, dies entspricht dem Lingenverhltnis der beiden Bal-
ken aus der oberen Abbildung. Eingezeichnet sind als Orientierungshilfe noch
die Linien fiir die Verhiltnisse beider Werte von 1 (gestrichelt) und 2 (punk-
tiert). Man beachte die logarithmische Teilung der Achse. Dargestellt sind alle
fiir die Verdiinnungsfaktorkorrektur verwendeten Elemente.
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dafl der Absolutbeitrag stark diskriminierender Elemente in der Mahalanobis-
distanz durch die Verdiinnungskorrektur verringert wiirde, ist bisher noch nicht
beobachtet worden. Insgesamt wird fiir die meisten Elemente ein Zuwachs der
Einzelkomponentenbeitrige um einen Faktor zwischen 1 und 2 ermittelt, der
auch bei anderen Gruppen zu beobachtende Wert.

Die reduzierte quadratische Mahalanobisdistanz di/H—P,o.K.,red (IV.2) zwi-
schen beiden Gruppen, berechnet auf der Basis dieser 25 Elemente, betrigt
ohne Verdiinnungskorrektur 1.27 und mit 1.74. Diese Werte entsprechen einer
Irrtumswahrscheinlichkeit von etwa 15 % bzw. 1 % der xZ ;-Statistik. Nach die-
sen Zahlen ist zumindest im unkorrigierten Fall ein Uberlappen der Gruppen
und damit eine Fehlgruppierung einzelner Proben nicht ausgeschlossen. Aller-
dings ist fiir die Praxis bei der Trennung zwischen Gruppen weniger der Wert
der Mahalanobisdistanz selbst als die Beachtung einzelner diskriminierender
Elemente entscheidend, wie in Kapitel VIII noch ausgefiihrt wird.

Eindrucksvoll bestidtigt wird die Verbesserung der Gruppentrennung in der
Histogrammdarstellung Abbildung VII.15. Wihrend bei der Berechnuung der
Mahalanobisdistanz nach (VII.1) kein eindeutiges “Tal” zwischen den Proben
beider Gruppen entsteht und die Probe Ping 47 (d§/1+P,o.K.,red (Langerwehe,
Ping 47) = 1.59, entspricht einer Irrtumswahrscheinlichkeit von etwa 3 %) der
Pingsdorf-Gruppe nicht ganz eindeutig nicht nach Langerwehe gehort, wer-
den durch das “Zusammenschieben” der Langerwehe-Referenzgruppe bei der
Verdiinnungskorrektur die d* zu den Pingsdorf-Proben trotz der Benutzung
von (VII.2) gréfier und die Trennung besser, wie im unteren Bild von Abbildung
VIIL.15 illustriert ist. Eine Verwendung des einfachen Mahalanobisfilters (VII.1)
ist bei verdiinnungskorrigierten Referenzgruppen sinnlos, da auch die Rohdaten-
werte der der Gruppe zugeordneten Proben aufgrund fehlender Verdiinnungs-
faktoranpassung dann teilweise dvaP, (o.K.,)Verd,red_Werte von iiber 3 erreichen.
Das mittlere Bild illustriert, dafl auch die Verwendung der verdiinnungskor-
rigierten Mahalanobisdistanz (VII.2) mit Rohdaten-Gruppenwerten Probleme
bereitet: zwar ist in diesem Beispiel die Trennung der beiden Gruppen scheinbar
besser als im oberen Bild, weil durch die Anwendung eines Verdiinnungsfaktors
die Gruppenmitglieder eher zu noch kleineren d-Werten geschoben werden als
die Pingsdorfer Proben aber auch der Schwerpunkt der Pingsdorf-Gruppe riickt
sichtbar nach links'2. Bereits fiir 3 der Proben mit dl%/HP’O.K_’Verd’red—Werten
< 1.8 ist die Irrtumswahrscheinlichkeit beim Ausschlul aus der Langerwehe-
Gruppe groBer als 1 %, und es ist leicht vorstellbar, dafl in anderen Fillen auch
Proben aus anderen Gruppen iiber die bei der Gruppierung oft verwendete 5
%-Irrtumswahrscheinlichkeitsschwelle (bei 24 Freiheitsgraden entsprechend 25
Elementen in VI1.2 etwa bei d%,,.4 ,o.q = 1.5) rutschen kénnen und so die alleini-
ge Verwendung des eher “ihnlichkeitsfordernden” Mahalanobis-Verdiinnungsfil-
ters (VI1.2) ohne die gleichzeitige Reduzierung der (verdiinnungseffektbedingten
vergrofierten) Referenzgruppenstreuung bei der Zuweisung zu Gruppen wenig
Sinn macht.

Ein etwas anderes Bild allerdings ergibt sich bei der Zuweisung zu einer

“Durch den im Abschnitt VIL.1 diskutierten Normierungseffekt wichst der d*-Wert von
Ping 47 allerdings von 1.59 auf 1.65, die Probe riickt im Histogramm um ein Bin nach rechts.
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Referenzgruppe: Rohdaten %22 Langerwehe (Refgr.)
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P 7 8
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Abbildung VIIL.15: Gruppentrennung im Histogramm vor und nach der
Verdiinnungskorrektur der Referenzwerte
Die 18 Proben der Referenzgruppe | aus Langerwehe und die 33 Proben einer der
Pingsdorf-Referenzgruppen (J) aus Abschnitt IV.4 in der Histogrammdarstel-
lung fiir verschiedene Berechnungsmodi (oben: Mahalanobisdistanz, Mitte und
unten: Mahalanobisdistanz mit Verdiinnungskorrektur) sowohl ohne als auch
(im unteren Bild) mit Verdiinnungskorrektur der Referenzgruppenwerte. Aus
Ubersichtsgriinden sind andere Proben des Datensatzes nicht mit dargestellt.
Es wird aber darauf hingewiesen, dafl weitere 5 Proben des Datensatzes beim
Filtern mit verdiinnungskorrigierten Verfahren als zur Referenzgruppe dazu-
gehorig erkannt werden (siehe Abschnitt VII.3 und Anhang A.2).
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grofien Referenzgruppe. Die Amarna-Proben illustrieren (Abbildungen V.4 und
VI1.2), daB auch bei der méglichen Beriicksichtigung von Korrelationen ei-
ne Verdiinnungsfaktorrrechnung immer sinnvoll ist, doch kann die durch die
Verdiinnungseffekte vorgetduschte Korrelationsstruktur innerhalb einer Grup-
pe (siche Abschnitt VII.2.4) manchmal auch zur Verdiinnungseffektkorrektur
benutzt werden.

Abbildung VII.16 illustriert dies. Um eine hinreichend grofie Gruppe zu er-
halten, wurden aus der 112 Proben umfassenden Gruppe Bonn A (siehe oben
und [Mom91c]) 56 Proben zufillig ausgew#hlt und mit ihnen Referenzwerte be-
stimmt. Mit diesen Werten wurde dann durch die Datenbank gefiltert, und zwar
sowohl mit den nicht verdiinnungsfaktorkorrigierten Werten und dem Mahala-
nobisfilter (VII.1) unter Beriicksichtigung von Korrelationen als auch mit den
durch eine Iteration ohne Korrelationsberiicksichtigung verfeinerten Gruppen-
werten und den Verdiinnung beriicksichtigenden Mahalanobisfiltern (VI1.2) oh-
ne und mit Korrelationsberiicksichtigung beim Filterprozef. In allen drei Fillen
werden alle 112 Proben der Gruppe sofort als dhnlich erkannt. Nur eine der der
Gruppe zugehdrigen Proben liegt bei den beiden Korrelationen beriicksichtigen-
den Filtern (oberes und unteres Bild) iiber d12v[+P,(Verd,),red = 2.2. Auch diese
Probe wiirde aber nach der Neuberechnung der Gruppenwerte beim nichsten
Filtern mit als &hnlich erkannt. Fiir andere Proben mufl anhand aller drei Bil-
der eine Gruppenmitgliedschaft ausgeschlossen werden, wenn auch ohne die
Beriicksichtigung von Korrelationen beim verdiinnungsfaktorkorrigierten Ma-
halanobisfilter einige Proben bereits d12\/I+P,o.K.,Verd,red_Werte < 4 aufweisen.

Insgesamt zeigt die Abbildung also die prinzipielle M&glichkeit, Verdiin-
nungseffekte auch iiber die Korrelationen der Rohdaten zu korrigieren, wenn die
Referenzgruppe aus geniigend vielen Mitgliedern besteht!3. Durch die grofen
positiven Korrelationskoeffizienten erscheint die Gruppe entlang der Ursprungs-
geraden ausgestreckt, und durch Verdiinnung weit vom Gruppenzentrum ab
liegende Proben weisen deshalb eine nur geringe Mahalanobisdistanz auf. Die
Streuungen der Rohdatengruppe sind zwar erheblich gréBer, aber wenn die
Gruppe geniigend isoliert im Hyperraum liegt, ist dies fiir Separation und Grup-
penzuweisung nicht entscheidend.

Trotz der verwendeten 56 Proben, was von vielen Referenzgruppen nicht err-
reicht wird, muften jedoch vier Elemente (Ce, La, Sc, Th) bei der Berechnung
weggelassen werden, um eine nicht singuldre Kovarianzmatrix der Rohdaten zu
erhalten (iiber das Verfahren dieser Elementauswahl siche Anhang B.2). Bei die-
sen Elementen handelt es sich aber um vier von der INAA mit hoher Prézision
gemessene. lhr zwangsweises Weglassen ist daher Zuflerst unbefriedigend. Simt-

'"Das Beispiel der Amarna-Proben (Abbildungen V.4 und VII1.2) zeigt allerdings, da8 solch
ein Verfahren nicht immer erfolgreich ist. Auch dort wurde eine nicht verdiinnungskorrigierte
Rohdatengruppe mit ihrer Korrelationsstruktur vorgegeben. Dennoch ist fiir 6 der Proben
das Anmultiplizieren eines Verdiinnungsfaktors zum FErkennen der Gruppenzugehorigkeit es-
sentiell. Dies deutet darauf hin, dafl die nach Agypten exportierten Gefifle in der Herstellung
einen anderen (die Werte der Verdiinnungsfaktoren > 1.1 implizieren: stérkeren) Grad der
Verdinnung erfahren haben als die die Referenzgruppe formenden Proben der Argolis. Hier
tritt der Fall ein, dafl bei bis auf Verdiinnung gleichem Spurenelementmuster ein offenbar
durch verschiedene Anteile unsichtbarer Magerung entstandener Rezepturunterschied durch
die Verteilung der Verdiinnungsfaktoren deutlich wird [Mom92].
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Abbildung VII.16: Vergleich der Filter bei grofler Gruppe
Dargestellt sind die drei fiir eine aus vielen Proben bestehene Referenzgrup-
pe sinnvollsten Filterverfahren Mahalanobisdistanz mit Beriicksichtigung von
Korrelationen (IV.1), Gruppenwerte Rohdaten (oben), verdiinnungsfaktorkor-
rigierte Mahalanobisdistanz mit verdiinnungsfaktorkorrigierten Gruppenwerten
(VI1.2) ohne (Mitte) und mit (unten) Beriicksichtigung von Korrelationen in
den korrigierten Gruppenwerten. Eine zuféllig ausgewidhlte Stichprobe von 56
Proben aus der 112 Proben umfassenden Gruppe Bonn A (siehe Text) wurde
vorgegeben, die Filtereigenschaften werden daran gemessen, die andere Hilf-
te dieser Proben zu gruppieren. Alle drei Verfahren finden alle Proben (links,
kreuzweise Schraffur), insbesondere auch der “reine” Mahalanobisfilter (IV.1).
Proben anderer Gruppen [Mom91c¢] sind mit den entsprechenden Buchstaben
gekennzeichnet (S=Single). Keines der Verfahren liefert hier eine Fehlklassifi-
kation.
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liche Probleme dieser Art werden umgangen, wenn durch die Verringerung der
Grofle der Korrelationskoeffizienten bei der Verdiinnungskorrektur der Gruppen
anschlieBend die Daten als unkorreliert angenommen werden. Das mittlere Bild

zeigt,

dafB auch dieses Vorgehen duflerst brauchbare Resultate liefert.

VII1.2.6 Schlufifolgerungen

Die in den letzten beiden Abschnitten dargestellten Erscheinungen und Proble-
me der Verdiinnungsfaktorberiicksichtigung bei der Ermittlung von Referenz-

werten lassen mehreres erkennen:

Die iterative Losung zur Beriicksichtigung von Verdiinnungen in Refe-
renzgruppen verwendet die gleiche Formel VII.2 zur Bestimmung des
Verdiinnungsfaktors innerhalb der Gruppe wie beim Gruppierungsver-
fahren. Der Algorithmus ist damit in sich geschlossen, es besteht nicht
die Gefahr, dafi schwierig zu interpretierende Diskrepanzen zwischen Zu-
weisung zu einer Gruppe und Verdiinnungsfaktorkorrektur innerhalb der
Gruppe auftreten.

Wie alle anderen brauchbaren denkbaren Algorithmen neigt auch dieser
dazu, die “korrigierten” Proben in einer Hyperebene senkrecht zum Grup-
penmittelwertsvektor anzuordnen und damit entweder eine Verzerrung
der Korrelationsstruktur oder gar eine nahezu singulire Kovarianzmatrix
fiir die entsprechende Referenzgruppe zu erzeugen.

Der vorgeschlagene Iterationsprozefi kann beim Korrigieren der
Verdiinnungen innerhalb einer Referenzgruppe auf die Beriicksichtigung
von Korrelationen in den Rohdaten verzichten, da diese ohnehin (durch
Verdiinnungseffekte) nach positiven Werten verzerrt sind.

Durch die im vorigen Punkt angesprochene Moglichkeit fillt das Konver-
genzproblem der Iteration weitgehend fort, eine Iteration geniigt meist.
Die Beschrankung auf eine Iteration hat zudem den Vorteil, daf die Pro-
jektion in die oben angesprochene Hyperebene noch nicht vollstindig er-
folgt und damit Singularititen der Kovarianzmatrizen weitgehend vermie-
den werden.

Die in den Rohdaten oft und auch von anderen Autoren [Har76] beob-
achteten starken positiven Korrelationen sind meist Artefakte einer nicht
durchgefiihrten Verdiinnungsfaktorkorrektur innerhalb der entsprechen-
den Gruppe. Wird diese durchgefiihrt, so unterscheidet sich die Korrela-
tionsstruktur — abgesehen von der Verzerrung zu leicht negativen Werten,
siehe den vorhergehenden Punkt — meist nicht mehr allzu sehr von der
villig unkorrelierter Daten.

Die Méglichkeit, die (verdiinnungskorrigierten) Referenzgruppenwerte als
unkorreliert zu behandeln, erleichtert erheblich die Numerik nicht nur im
Verdiinnungsfaktor-Mahalanobis-Filter (VII.2), sondern auch in der “rei-
nen” Mahalanobisdistanz (IV.1). In beiden Formeln miissen grofie Matri-
zen invertiert werden. Die Beschrinkung lediglich auf die Hauptdiagonale

151



fordert stattdessen nur noch die Inversion einzelner Zahlen und lafit das
numerische Problem gegenstandslos werden.

— Die Reduktion der Streuungen gestattet eine wesentlich bessere Separa-
tion einzelner Gruppen und erleichtert damit auch das Gruppierungsver-
fahren wesentlich.

VII.3 Langerwehe und Pingsdorf: Gruppierung mit
Beriicksichtigung von Verdiinnung

Nach den umfassenden Erlduterungen der letzten Abschnitte kann das in Abbil-
dung V.5 durch das Flufidiagramm vorgestellte Verfahren mit der Modifikation
der Verdiinnungskorrektur der Referenzwerte (Flufidiagramm Abbildung VIL.7)
und der verdiinnungskorrigierten Mahalanobisdistanz als Filter wohl als die ge-
eignetste aller bisher in dieser Arbeit diskutierten Methoden zur Gruppierung
und Zuweisung von Keramik anhand von Multielementdaten bezeichnet wer-
den. Die Gruppierungen innerhalb der Bonner Archiometriegruppe werden zur
Zeit alle nach diesem Verfahren vorgenommen.

Fiir die als Beispieldatensatz verwendeten Proben aus Pingsdorf und Lan-
gerwehe ist die von der verdiinnungskorrigierten Mahalanobisdistanz gelieferte
Gruppierung vollstindig in Anhang A.2 dargestellt. Wie bereits beim “reinen”
Mahalanobisfilter des Abschnittes 1V.4 existieren in Langerwehe drei grofliere
Gruppen (k, | und m), die allerdings alle umfangreicher sind als die gleichen
dort ermittelten Gruppen. Die “Griippchen” (i und j) sind jetzt in anderen
Gruppen enthalten, eine Probe (Lgw 8) ist nicht mehr mit den beiden anderen
Proben aus der Gruppierung des Abschnittes V.4 vereinigt. Die Probe Lgw 36
“wechselt ihren Herkunftsort” und gehért jetzt wieder nach Langerwehe (vorher
Pingsdorf J), formt allerdings mit Lgw 6 ein neues Zweiergriippchen, diesmal
allerdings schon bei 4% minimaler Streuung statt wie in Abschnitt 1V.4 bei
5%. Die Ofenwandungen o bleiben (natiirlich) eine stabile Gruppe fiir sich.
Bemerkenswert ist die 7. Probe (Lgw 15) in der Gruppe m. Die Konzentra-
tionswerte dieser Probe sind grofler als im Rest der Gruppe, sie weist einen
Verdiinnungsfaktor von 0.92 auf. Obwohl die anderen sechs Proben selbst in
vielen der “konventionellen Methoden” des Kapitels Il klar als eigene Gruppe
erkannt werden, wird durch die Beriicksichtigung von Verdiinnungen noch diese
siebente Probe gefunden. Weder bei der “reinen” Mahalanobisdistanz noch bei
den konventionellen Verfahren wire sie entdeckt worden.

Fiir die Proben aus Pingsdorf bilden die Tone nach wie vor die gleiche se-
parate Gruppe (K). Die Gruppe J wird gegeniiber Abschnitt V.4 um vier neue
Proben erginzt. Dafiir aber sind weder Ping 58 noch Lgw 36 linger Mitglieder
dieser Gruppe. Dies ist moglich durch die Reduktion der Streuungen bei der
Verdiinnungskorrektur der Gruppenwerte: so werden weder Ping 58 noch Lgw
36 als “dhnlich” aus dem Datensatz ausgefiltert. Die Gruppen L. und M aus
Abschnitt 1V.4 sind nicht mehr zu trennen. Da in Abschnitt V.4 die Konzen-
trationmittelwerte von L. durchweg etwas tiefer lagen als die von M (siehe dort),
wird dies hier (richtig) als gleich bis auf Verdiinnung erkannt und dementspre-
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chend zusammengruppiert.

Die zum Teil aus Pingsdorfer, zum Teil aus Briihler Scherben bestehenden
Kleingruppen R, S, b und d bleiben bestehen und werden (Brhl 2 zu d, Ping
64 zu S) noch erginzt. Bemerkenswert ist die Formation einer Gruppe H aus
den beiden Bonner, drei Langerweher und einer Pingsdorfer Probe. Ob diese
Gruppe archiologisch irgendeinen Sinn ergibt oder nur ein Datensatzartefakt ist
(méglicherweise die mefitechnische Grenze der Herkunftsbestimmung im Bonner
Labor, nur nicht gemessene Elemente kénnten noch diskriminerend sein), wird
hier nicht untersucht.

War die Probe Ping 1 bei allen bisherigen Verfahren und auch dem Maha-
lanobisfilter bisher entweder als Single oder zumindest als nicht klar zuweisbare
Probe klassifiziert worden, so fillt sie jetzt mit in die Gruppe J, zu der bereits
beim Mahalanobisfilter die Probe Ping 1W zugeordnet war. Der berechnete
Verdiinungsfaktor der Probe Ping 1 gegen die Gruppenmitte von J betrigt 0.89
(gegen 1.04 von Ping 1W). Der Wert bedeutet auergewdhnlich hohe Werte alle
Konzentrationen und 1&8t auf einen Wigefehler schliefien'.

Etwas dhnliches gilt auch fiir die Proben Ping 77 und 78. Statt Materi-
al aus derselben Stelle der Probe ist hier ein Gefafl an zwei Stellen beprobt
worden. Von den konventionellen Verfahren mit ihren recht grofien Gruppen
werden beide Proben gleich gruppiert, vom hier diskutierten Verfahren auch,
allerdings nicht vom reinen Mahalanobisfilter und auch nicht bei der Kerngrup-
penbildung. Besonders letzteres deutet entweder auch auf eine Kontamination
bei der Probennahme oder aber auf Materialinhomogenititen hin, die so grof3
sind, daf selbst eine Minimalstreuung von 5% dem nicht gerecht wird. Dann
allerdings wédren die hier getroffenen feinen Unterscheidungen gegenstandslos
und somit eine klare Trennung zwischen Pingsdorfer und Langerweher Ma-
terial nicht moglich. Da viele andere Scherben “besser” zusammenpassen als
diese zwei Proben (gegenseitiges d12\/I+P,o.K.,Verd,red = 3.75 bei 3 % angenomme-
nem minimalen Meffehler), ist hier aber eher eine seltene zufillige Inhomoge-
nitit oder wahrscheinlicher eine Verunreinigung einer der Proben vorhanden!®.
Die verdiinnungsfaktorkorrigierte Mahalanobisdistanz erkennt aber dennoch die
gleiche Gruppenzugehorigkeit.

Auffillig bei der gesamten Gruppierung ist noch, daf viele beim reinen Ma-
halanobisfilter als Singles gruppierte Proben jetzt einer Gruppe zugewiesen wer-
den (insgesamt 126 statt 108 gruppierte Proben). Diese Proben weisen meist um
mehr als 0.05 von 1 abweichende Verdiinnungsfaktoren auf, also Verdiinnungen
iiber 5 %. Dies zeigt erneut den Vorteil einer verdiinnungssensitiven Filterme-
thode.

Trotz der durch die verbesserte Zuweisung gré8eren Probenanzahl in vie-
len Gruppen sind fiir die meisten Elemente die (korrigierten) Streuungen in
einer Gruppe immer noch kleiner als bei den Gruppen des Abschnittes 1V.4
(siche Tabellen A.4 und A.5 im Anhang A.3). Auch die durch den Mahala-
nobisfilter geformten Gruppen sind demnach noch durch Verdiinnungseffekte

"Dieser Verdacht war bereits bei der Herstellung der Tablette aufgekommen. Deshalb wurde
auch eine zweite Probe — Ping 1W - aus dem gleichen Material angefertigt.

5Es handelte sich um ein ganzes, mit entsprechender Sorgfalt zu beprobendes Gefif), das
auBerordentlich hart gebrannt war. Die Probennahme war deshalb recht schwierig.
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“verschmiert”, wie es nach den Diskussionen in den vorigen Abschnitten des
Kapitels auch zu erwarten war. Auch fiir diesen Datensatz liefert der vorge-
schlagene verdiinnungskorrigierte Mahalanobisfilter also offenbar die zufrieden-
stellendste Gruppierung.

Es ist nicht das Ziel dieser Arbeit, auf die sich aus der Gruppierung er-
gebenden archiologischen Schlufifolgerungen einzugehen, die an anderer Stelle
noch versffentlicht werden. Bemerkenswert ist jedoch, dafl die Unterteilung der
Pingsdorfer Proben nach J und L sich mit den Warenarten “Kugeltopf” und
“Zweihenkelflasche” einerseits und “Walzenbecher” andererseits deckt, soweit
die Warenart iiberhaupt angegeben ist (siehe Anhinge A.1 und A.2). Hier kann
sicherlich auf einen Rezepturunterschied, wenn nicht gar auf die Verwendung
anderer Tonvorkommen geschlossen werden. Die Interpretation der Uberein-
stimmung von Rezeptur und Warenart mufl aber der Vor- und Friithgeschichte
vorbehalten bleiben. An solchen Punkten endet generell der naturwissenschaft-
liche Aufgabenteil der Herkunftsbestimmung.

VII.4 Vergleich von “mittlerem Verdiinnungsfak-
tor” und Mahalanobisdistanz mit Korrektur-
parameter

In diesem Abschnitt wird der publizierte “mittlere Verdiinnungsfaktor”
[Mom88] aus Abschnitt V.3 noch einmal der “symmetrischen” Methode,
Verdiinnungen mittels eines Korrekturparameters innerhalb der Mahalanobis-
distanz zu behandeln, gegeniiber gestellt. Dieser Abschnitt stellt daher eher
einen Anhang zum vorliegenden Kapitel dar.

Seien zwei Konzentrationsvektoren x und y gegeben mit ihren Kovarianz-
matrizen Sy und Sy. Bei der Annahme reiner (unkorrelierter) Meffehler sind
die S Diagonalmatrizen mit den Quadraten der Streuungen als Diagonalelemen-
ten. x soll durch Beriicksichtigung einer eventuellen Verdiinnung niher (so nahe
wie moglich) an y herangeschoben werden. Anschlieflend soll auf Gleichheit von
x und y innerhalb der Mefigenauigkeit oder Streuung getestet werden.

Beide Verfahren berechnen zun&chst einen Verdiinnungsfaktor f.

Das Konzept des mittleren Verdiinnungsfaktors [Mom88] ermittelt ihn als ge-
wichtetes Mittel aller einzelnen Verdiinnungsfaktoren f; = y;/z;:

F=Cisgti) Tt sy (VIL5)

mit
St =F (X IsyX ! vy ls, vy 1)F. (VIL6)

Dies sind die Gleichungen (V.9) und (V.8) aus dem Abschnitt V.3, wobei F, X
und Y die dort definierten Diagonalmatrizen mit f, x und y als Diagonalein-
trdgen sind, f der aus den f; gebildete Vektor und j der m-dimensionale Vektor,
der nur Einsen enthilt. Der mittlere inverse Verdiinnungsfaktor g = (2;/y;) ist
dabei nicht der inverse mittlere Verdiinnungsfaktor 1/ f, wenn nicht f; = const.
fiir alle Elemente j.
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Als Korrekturparameter in der Mahalanobisdistanz wird der optimale
Verdiinnungsfaktor als Lésung von (VI.15) bestimmt:

0
Wd%vup, Verd(%, ) (VILT)
= AR (S Sy LX)

= 2% (f2Sx + Sy) " (fx—y)
—2f *(fx = y) [(F*Sx + Sy) ISx(F*Sx + 8y) 7] (fx - y)
= 0

Im Gegensatz zum mittleren Verdiinnungsfaktor liefert

0
a_ngZ\/I+P,Verd(x7Y) (VllS)

P _
a—gt(X — gy)(Sx + 9%Sy) " 1(x - gy)
-0

als Losung g = 1/f, also das Inverse des aus (VIL.7) bestimmten Verdiinnungs-
faktors.

Die “Ahnlichkeit” zweier Datenvektoren wird in beiden Formalismen iiber
(reduzierte) Chiquadrate definiert. Im Algorithmus des Abschnittes V.3 sind
die Datenvektoren dann mdoglichst dhnlich, wenn sich die Verdiinnungsfaktoren
der einzelnen Komponenten méglichst wenig unterscheiden:

B s = (€~ [3)SF (- £i) (VIL9)

Dies ist die Gleichung (V.7). Sind Korrelationen nicht vorhanden oder werden
sie nicht beriicksichtigt, geht (VII.9) iiber in die anschauliche Form (V.6)

(fi= 17
(Ufj)Q ’

1 m
d?,o.K.,red(ya X) = m— 1 Z (VH]O)

i=1

wo die (G’fJ)Q die Diagonaleintrage von Sy sind. Sind die f; alle gleich, wer-
den auch die Datenvektoren als gleich betrachtet. Liefern (VII.9) oder (VII.10)
Werte um 1, unterscheiden sich die Datenvektoren nur innerhalb der Mefge-
nauigkeit oder der natiirlichen Streuung. Die Gleichheit der Datenvektoren ist
dabei stets als “Gleichheit bis auf einen Verdiinnungsfaktor” zu verstehen. Auch
fiir die dﬁ red 8ilt in diesem Algorithmus, daf bei vertauschten Rollen von x und
y, was der Berechnung von g statt f entspricht, die Werte von di reg und dé red
nicht gleich sind (siehe Abschnitt V.3.3). Diese Asymmetrie ist die wesentliche
Schwachstelle des Verfahrens.

Bei der Mahalanobisdistanz mit Korrektur bleibt das urspriingliche Kon-
zept des “Abstandes in Einheiten der Streuungen” sichtbarer erhalten. Statt
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der Differenz der Verdiinnungsfaktoren selbst enthidlt die Gleichung hier weiter
die Differenz der Datenvektoren, dabei allerdings einen von beiden verscho-
ben (“korrigiert”) um den aus (VIL.7) berechneten Verdiinnungsfaktor. Auch
die Streuung dieses Vektors wird mit transformiert. Die (VIL.9) entsprechende
Gleichung lautet (vgl. VI.14):

1 -1
dl%/[+P,Verd,red(x7 y) = mt ( X — }’) (f2sx + Sy) (fX - y) . (VHll)

Dabei ist x der geschobene Vektor. Einfaches Erweitern mit g% = 1/f? liefert:

2 Ly 2 -1
dM-I—P,Verd,red(Xv y) = 1 (X - gy) (SX +g SY) (X - gy) . (VIIl2)

m—1

(VIL.11) und (VI1.12) sind gleich fiir alle f, insbesondere natiirlich fiir Losungen
von (VIL.7). Die beim mittleren Verdiinnungsfaktor zu beméngelnde Unsymme-
trie ist hier nicht vorhanden. In diesem Formalismus ist f allerdings der Wert
des Verdiinnungsfaktors, fiir den der Abstand (VII.11) der Vektoren x und y
in Einheiten der Streuung am kleinsten wird. In der Regel ist dies nicht der
mittlere Verdiinnungsfaktor aus (VIL.6).

Beide Verfahren unterscheiden sich insgesamt aber weniger, als es von den
Formeln zunéchst aussieht. Eine Umformung von (VIL.11) liefert:

d12\/[+P,Verd,red(X’ y) (VH-13)

Lty = ) (Sy +178%) (v~ /%)

m—1

b - ) (PYTUSy YT R+ ()X X ()T (- f)

Dagegen lautet (VIL.9) ausgeschrieben
1 -1
@F s = ——"(E = [) (FYT' Sy 'Y TR FX ' SxX7F) (£ - Jj)
(VII.14)
Die Diagonalmatrizen F, X und Y sind dabei die gleichen wie oben. In Glei-
chung (VII.13) wurde die Reihenfolge bei der Matrixsumme und den Vektordif-
ferenzen gegen die bisherigen Darstellungen vertauscht, um die Parallelen der
Darstellung deutlicher werden zu lassen. Der wesentliche Unterschied zwischen
den beiden Gleichungen (VII.13) und (VIIL.14) sind die Verdiinnungsfaktorko-
effizienten vor der Kovarianzmatrix Sx des “geschobenen” Vektors x. Wihrend
in (VIL.13) alle Eintrige mit dem Quadrat des berechneten Verdiinnungsfak-
tors f multipliziert werden, wird in (VIL.14) jedes Element (X ~'S,X~1);; der
relativen Kovarianzmatrix von x mit den individuellen Verdiinnungsfaktoren
f; und fr multipliziert. Sind diese alle ungefahr gleich, so wird auch f diesen
Wert annehmen. Fiir “bis auf Verdiinnung gleiche” Proben sollten also beide
Verfahren ungefihr gleiche Zahlenwerte liefern.
Der andere Unterschied zwischen (VII.13) und (VII.14) ist der verwendete
Verdiinnungsfaktor f. Obwohl nicht durch verschiedene Indices unterschieden,
ist das f in (VII.13) (Lésung der Gleichung VII.7) in der Regel nicht gleich
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dem aus (VII.14) (berechnet aus VIL.5). Die Gleichungen unterscheiden sich
also durch mehr als nur durch die unterschiedlichen Matrizen. Auch hier gilt
aber wieder, daf fiir bis auf Verdiinnung gleiche Datenvektoren die berechneten
Verdiinnungsfaktoren weitgehend identisch sein werden (fiir f; = const. = f
sind sie es). Um also nur “bis auf Verdiinnung gleiche Proben” zu finden, ist
auch das im Abschnitt V.3 beschriebene und in [Mom88| publizierte Verfahren
geeignet.

Lediglich fiir “ungleichere Proben” liefern beide Verfahren verschiedene Er-
gebnisse. Wegen der Unsymmetrie und der nicht gerechtfertigten Annahme nor-
malverteilter Verdiinnungsfaktoren (sieche Abschnitt V.3.3) sollte dann die Ma-
halanobisdistanz mit Korrekturfaktor bevorzugt werden. Bei gleichen Proben
jedoch hat der mittlere Verdiinnungsfaktor einen auch heute noch nicht zu un-
terschidtzenden Vorteil: die Berechnung ist einfacher und schneller. Wihrend bei
der Ableitung (VII.7) die Nullstelle iterativ berechnet werden mu#8, 148t sich in
(VIL.5) die Losung fiir f direkt angeben und in das df 4 (V11.10) einsetzen.
Zumindest als Startwert fiir ein Newton-Verfahren bei der Nullstellensuche von
(VILT) ist dieser Wert von f auch bei der Mahalanobisdistanz mit Korrektur
von Nutzen.

Die Abbildungen VII.17 und VII.18 illustrieren noch einmal den Unter-
schied zwischen dem “mittleren Verdiinnungsfaktor” und der “Mahalanobis-
distanz mit Korrektur”. Abbildung VII.17 entspricht dabei weitgehend der
Abbildung V.2 aus Kapitel V. Fiir eine Keramikprobe (Ping 42) und einen
ebenfalls im Datensatz vorhandenen CFA-Standard (CFA10) des Pingsdorf-
Langerwehe-Datensatzes sind die Unterschiede in d? und f fiir beide Berech-
nungsverfahren — hier ohne Beriicksichtigung von Korrelationen — dargestellt.
Bereits fiir d12\/[+P,o.K.,red,Verd > 2 treten bei der CFA-Probe Abweichungen bis
10 % zwischen beiden Verfahren fiir die anderen CFA-Proben auf. Bei grofie-
ren Werten sind auch die Abweichungen gréfer. Nur fiir kleinere Werte von
d%/[-l—P,o.K.,Verd,red stimmen die d2 4 beider Verfahren einigermafien iiberein. Der
“mittlere Verdiinnungsfaktor” ist deshalb als Niherung fiir die korrigierte Ma-
halanobisdistanz nur fiir wirklich “4hnliche” Proben mit di (0.K.))red < 2 brauch-
bar. Um bei “unterschédtzten” Streuungen, wie sie bei Gruppen aus wenigen Pro-
ben oder bei Einzelproben auftreten, die “ndchstihnlichen Proben” zu finden,
ist dieser Algorithmus weniger geeignet. Auch der berechnete Verdiinnungsfak-
tor selbst fiihrt beim “mittleren Verdiinnungsfaktor” nicht unbedingt auf den
minimalen Abstand der beiden Proben im Hyperraum.

Verglichen mit der Abbildung V.2 sind die Abweichungen zwischen d?,o.K.,red
und d3y 4 p o k. Verd,rea Kleiner als zwischen df 4 und déo.K”red. Dies bedeu-
tet, dafl die korrigierte Mahalanobisdistanz auch als Mittelung zwischen den
beiden unsymmetrischen Formen des “mittleren Verdiinnungsfaktors” betrach-
tet werden kann. Deutlich wird dies auch aus der Abbildung VII.18, die der
Abbildung V.3 entspricht. Der Wert der korrigierten Mahalanobisdistanz fiir
die Proben liegt in fast allen Fillen (Ausnahme: mit “n” bezeichnete Probe)
zwischen den beiden aus mittlerem und mittlerem inversen Verdiinnungsfaktor
ermittelten d2 -Werten. Fiir kleine Werte der d* liefern alle drei Rechenver-
fahren fast gleiche Krgebnisse. Sie kénnen alle bis auf Verdiinnung innerhalb
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der Prizision oder Streuung gleiche Proben eines Datensatzes zu erkennen.
Dies gilt auch fiir Referenzwerte von gréf8eren Gruppen, wie aus den beiden die
Amarna-Proben betreffenden Abbildungen V.4 und VII.2 hervorgeht. Sie zeigen
nur geringe Differenzen zwischen den Berechnungsverfahren und klassifizieren
die gleichen 17 Proben als d&hnlich. Abgesehen von den durch die Unsymmetrie
verursachten Unsicherheiten beim “mittleren Verdiinnungsfaktor” sind bei der
Zuweisung zu Referenzgruppen die Ergebnisse des in [Mom88] beschriebenen
Verfahrens also durchaus brauchbar.
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Abbildung VIIL.17: Vergleich zwischen “mittlerem Verdiinnungsfaktor” und
“Mahalanobisdistanz mit Korrektur”

Die Darstellung entspricht weitgehend der der Abbildung V.2. Oben ist das
Verhiltnis von d% | g (VI1.10) 20 dig,p o k. Verd,rea (V11.11) fiir alle Proben
des Datensatzes, bezogen auf die jeweils angegebene Probe (links Ping 42, rechts
CFA 10, eine der Standardproben) gegen d12\/I+P,o.K.,Verd,red aufgetragen. Punkte
nahe 1 entsprechen iibereinstimmenden Werten. Unten ist das Verhiltnis aus
mittlerem Verdiinnungsfaktor (VII.5) und dem als Korrekturparameter der Ma-
halanobisdistanz berechneten, hier als fyfanala bezeichneten Verdiinnungsfaktor
aufgetragen. Beim Vergleich der Verdiinnungsfaktoren féllt sowohl fiir die Pro-
be aus Pingsdorf als auch fiir den CFA-Standard die Testprobe aus Paffrath
(=Pa) (siche Abschnitt 11.1.2) durch besonders grofie Abweichungen auf.
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Abbildung VII.18: Vergleich der Histogramme von mittlerem Verdiinnungsfak-
tor und korrigierter Mahalanobisdistanz

Von oben nach unten ist dargestellt: d%,o.K.,redv dl%/[-}-P,o.K.,Verd,red? déo_K”red.
Das erste und das letzte Diagramm sind die gleichen wie die ersten beiden
aus Abbildung V.3. Referenzwert ist wieder Probe Ping 42 (“a”). Zur weiteren

Erklirung der Darstellung siehe Abbildung V.3.
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Kapitel VIII

Praxis: Einige Probleme realer
Datensitze

In diesem Kapitel wird noch auf einige Méglichkeiten der zusitzlichen Gruppie-
rungskontrolle eingegangen, die sich durch die Verwendung einer aus dem direk-
ten Vergleich der Daten abgeleiteten Filtermethode ergeben. Dabei handelt es
sich weniger um mathematische Feinheiten als vielmehr um vom Gruppierungs-
verfahren gelieferte qualitative Hilfen zur Entscheidung eines Sachverhaltes. De-
ren wichtigste ist wohl der Hinweis auf fehlerhafte Daten, meist hervorgerufen
durch Kontamination. Daneben werden aber auch die Grenzen des y?-Tests bei
der Gruppenzuweisung aufgezeigt und noch einmal auf Einzelstiicke (“Singles”)
im Datensatz eingegangen.

VIII.1 Fehlerhafte Daten

Trotz aller Sorgfalt kann es auch beim Einhalten fester Beprobungs-,
Vermessungs- und Auswerteverfahren manchmal dazu kommen, dafl ein oder
mehrere vermessene Konzentrationswerte einer Probe falsch sind. In den mei-
sten dieser Fille ist eine Kontamination des Probenmaterials dafiir verant-
wortlich, aber auch andere Moglichkeiten wie ein schlichter Dateniibertraguns-
fehler per Hand sind méoglich'. Proben mit falsch vermessenen Konzentrati-
onswerten werden oft als Singles gruppiert, da der falsche Wert fiir grofies
d12\/I+P,(o.K.,) (Verd,),red ZU allen anderen Proben sorgt. Die vorgestellten Filter-
verfahren erlauben jedoch eine weitgehend automatische Erkennung von zwei-
felhaften Konzentrationswerten: In den Formeln (VIIL.1) und (VII.2) ist die Be-
stimmung des Beitrages einer einzelnen Variable zur Gesamtsumme méglich. In
der Summenschreibweise (die bisher gegeniiber dem iibersichlicheren Matrix-
formalismus vernachldssigt wurde), 1d8t sich beispielsweise (VII.2) schreiben
als:

d12\/[+P,Verd,red(xa y) (Vllll)
= ﬁ Z Z(fl‘j - y;) [(fQSx + Sy)_lL_k (fer — yr)
7=1k=1
- ﬁ{(fml - yl)2 {(fQSx + Sy)_l}ll

'Die durchgangige Behandlung aller Zahlenwerte von der Vermessung bis zur endgiiltigen
Auswertung mit dem Computer ist noch nicht in allen Labors etabliert !
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+2 3 (fzi— ) [(2Se+5,) 7] (f25 = vj)

lj

m m
30 (i =) [(72Se 4 5) 7] (Fri— )
T

Aus dieser Zerlegung geht der Beitrag des Elementes [ zur Gesamtsumme
hervor. Dieser Beitrag kann fiir jedes Element bestimmt werden. Versuchs-
weise wird dann das Element mit dem grofiten Beitrag aus dem Satz der zu
beriicksichtigenden Elemente entfernt und die Rechnung wiederholt. Wird da-
bei dl%/[-}-P,(o.K.,) (Verd,) red erheblich reduziert, unter Umstidnden so weit, daf} eine
Mitgliedschaft der untersuchten Probe zur Referenzgruppe in Frage kommt, so
kann eine Kontamination der Probe vermutet werden. Das Verfahren ist nicht
auf ein Element beschrinkt. lterativ kénnen mehrere Elemente nacheinander
vernachldssigt werden. Wird dann eine Gruppenzugehorigkeit wahrscheinlich,
so muf} allerdings der Bearbeiter auch aufgrund seiner KErfahrung entscheiden
kénnen, ob es sich um einen “echten” Unterschied zu den Gruppenwerten oder
eine Kontamination handelt. Beim in Bonn verwendeten Verfahren (siche Ab-
schnitt 1.3) gelangen durch das Formen der Tabletten in einer Presse manchmal
Spine der Edelstahllegierung der Presse in die Probe, was zu erratischen Werten
von Cr, W und manchmal auch Co fithren kann. Die Presse wird dariiber hinaus
noch fiir andere Arbeiten verwendet. Deshalb treten bei nicht sehr sauberem Ar-
beiten insbesondere Kontaminationen mit Seltenen Erden auf. Eine Ubersicht
iiber im Bonner Labor mogliche Kontaminationen findet sich in [Hei93].

Ein Beispiel der Kontaminationserkennung ist in Tabelle VIII.1 am Beispiel
der Amarna-Proben dargestellt. In den Abbildungen V.4 und VIIL.2 sind die
Proben a, b, h und q (und auch t) noch als nicht zur Referenzgruppe gehérig
erkannt worden. Wird jedoch eine mégliche Kontamination in Betracht gezogen,
so sind a, b, h und q ebenfalls aus der Argolis. Die Abweichung der Probe t von
den Werten der Referenzgruppe ist ohnehin geringer als die der anderen vier
Proben, und in [Mom92] werden alle fiinf neben den bereits in VIL.2 erkannten
17 als aus der Argolis importiert bezeichnet.

Beim Weglassen von nicht mit den Gruppenwerten iibereinstimmenden Ele-
menten ist allerdings eine gewisse Vorsicht geboten. Unterscheiden sich die Kon-
zentrationswerte zweier Gruppen in nur wenigen Elementen, so kann dieser Un-
terschied zwischen den Mitgliedern der verschiedenen Gruppen versehentlich
als Kontamination angesprochen werden. Eine recht zuverldssige Methode, dies
zu vermeiden, ist das Bilden einer Gruppe aus den in den gleichen Elementen
von einer Referenzgruppe abweichenden Proben. Ist diese zweite Gruppe stabil
und streuen insbesondere die von der ersten Gruppe abweichenden Elemente
innerhalb der zweiten Gruppe nicht sehr stark, so ist ein tatsidchlicher Unter-
schied wahrscheinlich. Kontaminationen mit einem oder mehreren Elementen
dagegen fiihren meist zu vollig unterschiedlichen Konzentrationswerten fiir die
kontaminierenden Elemente, was auch durch stark unterschiedliche Werte von
dl%/I+P, (0.K.,) Verd, red 2usgedriickt wird (siche auch Tabellen VIIL.1 und VIIIL.2). In
Tabelle VI111.2 wird dies am Beispiel von Proben aus Pingsdorf und Langerwehe
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Tabelle VIII.1: Erkennung von erratischen Konzentrationswerten bei der Grup-
pierung am Beispiel der Amarna-Proben
Auszug aus den in Abbildung VII.2 dargestellten Werten. Angegeben ist je-

weils der Wert d?s—l 4, Verd) von der Probe zum Mittelpunkt der Mykene-
,red, Ver

Referenzgruppe unter Vernachldssigung von 0, 1, 2 und 3 Elementen, die be-
treffenden vernachlissigten Elemente und die berechneten Verdiinnungsfakto-
ren. Die Proben a, b, h und g sind nach dem Weglassen von Cr bzw. W sicherlich
von der gleichen Herkunft wie die Referenzgruppe. Da eine Kontamination mit
Cr oder W von Zeit zu Zeit auftritt (siehe Haupttext), ist sie auch bei diesen
Proben anzunehmen. Die entsprechenden Konzentrationswerte werden in der
weiteren Auswertung dann nicht mehr beriicksichtigt und als “nicht vorhan-
den” betrachtet. Bei der Probe t ist eine Kontamination wohl weniger wahr-
scheinlich (die Kontamination in Cs ist keine “typische”), allerdings ist auch
die Abweichung nicht so grof}, als dafl eine Zugehorigkeit zur Referenzgruppe
von vornherein ausgeschlossen werden miifite.

Die hier als Beispiel mit dargestellten Proben r, s und u weisen auch ohne das
Weglassen eines Elements bereits geniigend niedrige d*-Werte auf, um als der
Referenzgruppe zugehérig erkannt zu werden. Auch hier aber werden durch
die gewihlte Darstellung die am meisten zu d? beitragenden Elemente noch
erkannt, und auch fiir Probe r kénnte noch eine Wolfram-Verunreinigung ver-
mutet werden.

Probe v zeigt, dafl fiir Scherben mit stark von der Referenzgruppe abweichen-
den Konzentrationsmustern ein Weglassen von mehreren Elementen zwar eine
Reduktion von d? bewirkt, die Probe aber dennoch als nicht zur Referenzgruppe
zugehorig erkannt wird.

In den hinteren Spalten der Tabelle erkennt man, dafl die Verdiinnungsfaktoren
sich bei Weglassen eines Elementes nur dann wesentlich dndern, wenn sich auch
d? dabei stark dndert. Die gegeniiber [Mom92] unterschiedliche Werte erkliren
sich sowohl durch die Beriicksichtigung von 26 (statt dort 14) Elementen als
auch durch (hier) die Beriicksichtigung von Korrelationen.

d12VI+P, Verd, red?
Probe bei Vernachl. von n El. Vernachl. Verdiinnungs-
0 1 2 3 Elemente faktoren

= Q o T e

<4 £ =+ W

La Nd 1.10 1.24 1.21 1.20
Nd Ta 1.00 1.05 1.04 1.03
Nd Ni 097 1.01 1.00 1.00
Nd Zn 107 113 1.12 1.13

Amar 1 35.48 1.42 0.78 0.51
Amar 2 2.68 1.36 1.05 0.86
Amar 8 10.14 0.39 0.31 0.28
Amar 15  2.22 0.87 051 0.40
Amar 16 1.57 0.65 0.25 0.19 Nd Co 1.05 1.08 1.08 1.09
Amar 17 1.20 0.82 0.44 0.25 Cs U 1.20 121 1.21 1.22
Amar 18 1.88 1.48 1.06 0.74 Cs Nd 7Zn 1.14 1.13 1.11 1.13
Amar 19  0.72 0.37 0.30 026 Nd Cs Gd 107 106 106 1.06
Amar 20 40.72 23.77 1727 1420 U Se Zr 1.21 1.02 0.96 0.89

zss50s
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Tabelle VIII.2: Erratische Konzentrationswerte und diskriminerende Elemente,
Beispiel Langerwehe und Pingsdorf

Die Darstellung entspricht der der Tabelle VIII.1. Als Referenzgruppe diente
Pingsdorf J, ein Auszug aus der Filterung ist dargestellt. Die Proben Ping 6
und Ping 9 sind Mitglieder der Referenzgruppe, bei Ping 7 und 8 liegt eine Yb-
Verunreinigung vor. Die Yb-Konzentrationen der beiden Proben betragen 16.81
bzw. 6.26 ppm statt 2.57 ppm in der Referenzgruppe. Die Proben unterscheiden
sich damit auch untereinander und bilden keine durch Yb von J unterschiedene
Gruppe. Ping 10 ist eine ohnehin unterschiedliche Probe und gehort zu Gruppe
d.

Fiir die Langerwehe-Proben ist nach dem Weglassen von zwei oder drei Elemen-
ten eine Mitgliedschaft in der Gruppe J nicht unwahrscheinlich, so dafi auch hier
eine Kontamination vermutet werden kdénnte. Allerdings handelt es sich bei den
wegzulassenden Elementen ausgerechnet um Cr, Cs, Rb und Th. Wie aus Ab-
bildung VIIL.1 hervorgeht, sind dies aber Elemente, die zwischen Gruppe | (zu
der die Proben gehéren) und J (Pingsdorf) diskrimineren, so daf es sich hier
nicht um Kontamination, sondern um echte Unterschiede handelt.

d2

M+P, 0.K., Verd, red’
Probe bei Vernachl. von n El. Vernachl. Verdiinnungs-
0 1 2 3 Elemente faktoren

Lgw 27 225 186 152 126 Cs Th Rb 094 095 094 0.96
Lgw 28 3.18 263 207 174 Cr Th Cs 094 0.92 091 0.92
Lgw 29 280 232 18 146 Cs Th Rb 099 1.00 0.99 1.01
Ping 6 083 072 064 057 Eu Sm Th 1.02 1.01 101 1.02
Ping 7 29.09 072 059 053 Yb Hf Sm 093 100 1.00 1.00
Ping 8 850 049 042 037 Yb Sb U 0.99 1.05 1.05 1.05
Ping 9 029 026 023 020 Eu Sb Co 096 0.96 0.96 0.96
Ping 10 11.01 872 7.37 598 Rb Sc K 1.07 1.04 1.02 1.00
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deutlich.

Die hier beschriebene Methode der Erkennnung von fehlerhaften Daten
(oder zumindest des Hinweisens darauf) ist nur mit einem auf direktem Ver-
gleich der Daten basierenden Verfahren (was die Filterverfahren ja sind) moglich
(siehe Abschnitt 11.4). Da in allen Datensitzen immer wieder fehlerhafte Daten
auftreten konnen, die bei den Methoden des Kapitels Il die gesamte Gruppie-
rung beeinflussen, ist dieser Vorteil nicht zu unterschitzen. Sind diese Fehler ein-
mal erkannt, kann zwar auch eine “konventionelle” Methode unter Umstanden
brauchbare Ergebnisse? liefern, aber um die Fehler zu erkennen, wird zunichst
eine Gruppierung bendtigt, so dafi alle weiteren Verfahren dann entweder
Bestdtigung oder “Spielerei” sind.

VIIL.2 Zu beriicksichtigende Variablen

Eine der Grundforderungen bei der Herkunftsbestimmung durch multivariate
Analysen ist die Vermessung von so vielen chemischen Elementen (Mineralen,
Isotopen, etc.) wie moglich. Bei der Analyse des Datensatzes mufl zunichst jeder
Variablen das “gleiche Gewicht” [Sne73] gegeben werden, da nicht von vornher-
ein klar ist, welche Variablen die entscheidenden bei der Unterscheidung zwi-
schen verschiedenen Gruppen sind. Die Kerngruppenbildung (Abschnitt TV.1)
wird daher immer mit allen 25 oder 26 allgemein zur Gruppierung verwendeten
Elementen durchgefiihrt.

Allgemein kann die Verwendung einer grofien Anzahl von Variablen jedoch
auch zu einer schlechteren Separation fiihren, wenn viele Elemente gut iiber-
einstimmen und die wenigen stark abweichenden in d12v1+P,red “wegmitteln”3.
Beispielsweise kann sich eine Probe in zwei (vielleicht diskriminierenden) Ele-
menten um je 4 o (= (/02 + o) von den Referenzwerten unterscheiden, in den
verbleibenden 24 aber jeweils nur um 0.2 o, also sehr nahe am Mittelpunkt der
Referenzgruppe liegen. Die ermittelten Werte von dﬁ/[_I_P’O.K_’red sind dann 1.27
(alle Elemente), 0.68 (eines der abweichenden Elemente vernachlissigt) und
0.04 (beide vernachlissigt). Selbst bei Beriicksichtigung aller 26 Elemente wird
die Gruppenmitgliedschaft dieser Probe kaum in Frage gestellt. Um auf solche
Fille noch aufmerksam zu werden, hat sich das ausfiihrlich in [Far77] beschrie-
bene und bereits in Abschnitt II1.3 erlduterte Verfahren bewihrt, bei dem fiir
die Mitglieder einer Referenzgruppe unabhdngig von ihrem dl%/[+P, (0.K..) req- Wert
noch gepriift wird, welche und wieviele Elemente innerhalb von 1, 2, 3, 4 usw.
o vom Gruppenmittelwert liegen (siche Tabelle VIII.3).

Ist die Anzahl der in der Rechnung beriicksichtigten nicht diskriminieren-
den Elemente zu grof}, kann auch die Separation zwischen zwei Gruppen bei
einem Filterproze schlechter werden. Abbildung VIII.1 zeigt die elementwei-
sen Anteile von d12\/[+P,o.K. (IV.2, ohne die Normierung auf die Elementanzahl)

2Die Ergebnisse des Kapitels 11 sind allerdings alle auch mit dem bereits auf erkannte Fehler
korrigierten Datensatz erzielt. Die Ergebnisse sind dennoch nicht konkurrenzfahig zu denen
der Filtermethoden.

Nur der Anschauung halber wird an dieser Stelle mit dem “reinen” Mahalanobisfilter
gearbeitet, die Feststellungen gelten natiirlich auch fiir den verdiinnungskorrigierten.
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Tabelle VIII.3: Kontrolle der Proben innerhalb einer Gruppe iiber die einzelnen
Konzentrationswertabstinde in Einheiten der entsprechenden Streuungen.

Die Proben sind ein Teil der Gruppe Langerwehe 1. Dargestellt ist die Anzahl
der innerhalb 1, 2, 3, und 4 ¢ vom Gruppenmittelwert liegenden Konzentra-
tionswerte der 25 Gruppierungselemente und von As, Ba, Ca und Na, sowie
die Anzahl der Konzentrationswerte, die noch weiter ab liegen (tritt hier nicht
auf). Fiir die mehr als 20 abweichenden Werte werden die Elemente mit an-
gegeben, in der ersten Zeile die nach oben, in der zweiten die nach unten ab-
weichenden Werte. Folgen die normierten Elementkonzentrationen bezogen auf
den Gruppenmittelwert tatsdchlich einer Normalverteilung fiir eine Probe (sie-
he Abschnitt T11.3), so sollten nicht mehr als 1 — 2 Elemente (= 5% von 29 hier
angezeigten Werten) auBerhalb der 2-6-Umgebung liegen.

Der im Text beschriebene Fall der sehr starken Abweichung einzelner Ele-
mente tritt nicht auf. Allerdings ist — analog dem mit dagestellten Wert von
d§A+P,0.K.,Verd,red — eine unterschiedlich gute Ubereinstimmung mit den Grup-
penmittelwerten zu erkennen. Wihrend L.gw 19 nahe dem Gruppenmittelpunkt
liegt, ist Lgw 18 die am weitesten davon ab liegende Probe der Gruppe iiber-
haupt. Lgw 16 stellt einen “Idealfall” des Tests dar (= 2/3 der Werte < 1o, nur
ein Wert > 2¢). Bemerkenswert sind die Proben Lgw 12 und 14, die beide in Fe
und As nach oben abweichen. Wire — trotz kleinem Wert von d%/[-l—P,o.K.,Verd,red
— diese Abweichung stirker, kénnte bereits eine Separation durch zu viele mit
der Gruppe iibereinstimmende Elemente verdeckt werden.

Elemente innerhalb no

Probe L2 3+ 4+ >4 + d§/1+P,o.K.,verd,red

Lgw 12 20 7 2 Fe, As 1.09

Lgw 14 17 10 2 Fe, As 1.35

Lgw 16 217 1 Na 0.57

Lgw 18 14 11 2 Hf, U 2 7n 1.69
La

Lgw 19 28 1 0.25
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Abbildung VIII.1: Elementweise Beitrdge zur quadratischen Mahalanobisdi-
stanz zwischen den Gruppen Langerwehe | und Pingsdorf J

Die Darstellung entspricht dem oberen Teil von Abbildung VII.14. Im Gegensatz
zu dort sind hier die iiber den Verdiinnungsfaktorfilter ermittelten, in Tabelle
A.5 enthaltenen Gruppen dargestellt. Besonders unterschiedliche Konzentrati-
onswerte in beiden Gruppen weisen Cr, Cs, Rb, Sc, Ta und Th auf. Die Werte
von Ce, Eu, Fe, Hf, Ni, Tb, Zn und Zr sind innerhalb der Streuung in beiden
Gruppen gleich.

zwischen den Gruppen Langerwehe | und Pingsdorf J. Die gesamte (reduzierte)
Mahalanobisdistanz betrigt 1.36, was auf eine nicht besonders gute Gruppen-
separation hindeutet. Diskriminierende Elemente sind hauptsichlich Cr, Cs,
Rb, Sc, Ta und Th. Die Werte von Ce, Eu, Fe, Hf, Ni, Tb, Zn und Zr stimmen
innerhalb ihres Streuungsbereiches fast iiberein. Die Entscheidung, zu welcher
Gruppe eine Probe gehort, sollte deshalb insbesondere auf der Basis der zuerst
genannten Elemente vorgenommen werden. Die erwdhnten 8 Elemente mit glei-
chen Konzentrationsbereichen in beiden Gruppen sorgen nur fiir eine Reduktion
des di/H_P’O.K.’Verdired—Wertes fiir Proben auch beziiglich der Gruppe, zu der sie
nicht gehéren.

Die Abbildung VIIIL.2 zeigt die Ergebnisse der Filterung sowohl mit allen
25 als auch mit nur 17 Elementen. Das Weglassen der nicht diskriminieren-
den Elemente sorgt fiir eine entscheidend verbesserte Gruppentrennung. Die
der Gruppe | “ndchstliegenden” Probe aus Pingsdorf, Ping 26 und Ping 47,
weisen dﬁ/[_I_P’O.K.7Verd’red—Wel‘te von 2.08 bzw. 2.15 auf. Werden die acht Ele-
mente weggelassen, steigt dieser Wert auf 3.11 bzw. 2.95. Ein Argument fiir
die Zugehorigkeit nach Pingsdorf ist auch die Abweichung der Proben von den
L.angerwehe-Werten insbesondere in den zwischen beiden Gruppen unterschei-
denden Elementen Th, Cr, Cs und Ta. Die gesamte (reduzierte) Mahalano-
bisdistanz zwischen beiden Gruppen betrigt statt 1.36 nach Weglassen der 8
Elemente 1.98, damit ist eine bessere Trennung gewidhrleistet.

Die hier diskutierten Beispiele zeigen, dafi zwar die Vermessung so vieler Va-
riablen wie moglich weiterhin wiinschenswert ist, die unkritische Betrachtung
dieser Variablen wihrend des Gruppierungsprozesses aber die Herkunftsbestim-
mung erschweren kann. Auch einige der in Kapitel 1l vorgestellten Verfahren,
insbesondere die dimensionsreduzierenden und die Diskriminanzanalyse, verfol-
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Abbildung VIIIL.2: Verbesserung der Gruppenseparation durch Weglassen von
Die Darstellung entspricht der der Abbildung VI11.15. Als Referenzgruppe dient
Langerwehe | (23 Proben) aus dem Abschnitt VIL3, zusitzlich sind alle 35

Elementen

Zwar sind die Gruppen auch

rgestellt.
rfiigung stehenden Gruppierungselemente (siehe

rf J mit da
Abschnitt 1.3) beriicksichtigt werden

Ve

Proben der Gruppe Pingsdo

getrennt, wenn alle 25 zur

(oben), aber die Trennung wird erehblich

besser, wenn auf die in beiden Gruppen in ungefihr gleiche Konzentration vor-
liegenden 8 Elemente Ce, Eu, Fe, Hf, Ni, Tb, Zn und Zr bei der Berechnung

2 - :
von dy; p o K Verd, red Verzichtet wird (unten).
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gen das Ziel einer geeigneten Variablenauswahl. Im Gegensatz zu hier gehen sie
aber vom gesamten Datensatz aus. Eine Vernachldssigung der gleichen Elemente
wie oben ist schon beim Vergleich von Langerwehe | mit einer anderen Gruppe
des Datensatzes sinnlos. Beispielsweise separieren Ce, Ni und Tb die Gruppen
Langerwehe | und m durchaus, wie aus der Tabelle A.5, Anhang A.3 hervor-
geht. Dariiber hinaus sollten beim Filterprozefl nur dann Elemente weggelassen
werden, wenn bereits klar ist, da die Probe zu einer der in Frage kommenden
Gruppen gehért und in zwischen den Gruppen nicht unterscheidenden Elemen-
ten mit allen Gruppen iibereinstimmt. Sonst ndmlich kann es sein, daf} eine sich
durch gerade diese Elemente unterscheidende Probe versehentlich irgendeiner
Gruppe zugewiesen wird. Dies ist das bereits in den Abschnitten 11.3 und I11.7
behandelte Problem auch der Gruppenzuweisung iiber die Diskriminanzana-
lyse durch anfangliches Weglassen von Variablen. Erst, wenn sicher eine von
mehreren Gruppen in kFrage kommt, sollte dieses Verfahren daher praktiziert
werden.

Das hier beschriebene Verfahren eignet sich auch, um innerhalb einer
Gruppe Unterstrukturen aufzuspiiren (siehe Abschnitt 1V.4). Ist eine Grup-
pe geniigend grofi (> 20 Scherben, nur dann ist die Frage einer Unterteilung
sinnvoll), und zeigen innerhalb der Gruppe mehrere Proben Abweichungen in
den gleichen Elementen, so kénnen diese versuchsweise als separate Gruppe
behandelt und unter Weglassen einiger fiir alle Scherben der urspriinglichen
Gruppe identischen Elementen gegen den Rest der Gruppe verglichen werden.
Wird dabei eine stabile Struktur gefunden, kann es sich um eine Untergruppe
handeln. Allerdings sollte es sich immer um wenigstens 5 Scherben und mehr als
ein differierendes Element handeln (“one date is no date”), um zufillige Daten-
satzstrukturen nicht iiberzuinterpretieren. Dies gilt insbesondere, wenn die be-
treffenden Proben alle in derselben Mefireihe vermessen wurden, um sogenannte
“Batch-Differenzen” (z.B. zufillig verunreinigte Standards einer Mefireihe) aus-
zuschliefen (siehe auch die Bemerkung im Anhang A.2). So werden z. B. Lgw
12 und 14 (siehe Tabelle VIII.3) sowie Lgw 34 (dort nicht dargestellt) nicht
als Untergruppe in Langerwehe | betrachtet, weil es sich einfach um zu wenige
Proben handelt und iiberdies Eisen der einzige wirklich mefibare Unterschied
ist?.

Alle hier diskutierten Probleme kénnen auch bei grofieren Gruppen, die das
Einbeziehen von Korrelationen gestatten, auftreten. Es mufl aber gesagt werden,
dafl die dargestellten Schwierigkeiten insgesamt eher selten anzutreffen sind.
Sie wurden hauptsichlich diskutiert, um die Grenzen der Filtermethoden gegen
den “direkten Vergleich” der Daten (Abschnitt 11.4) abzustecken. Nicht zuletzt
wegen dieser Schwierigkeiten allerdings wurde von Perlman [Mom01] und den
aus seiner Schule hervorgegangenen Arbeitsgruppen der direkte Vergleich und
nur das in [Far77] beschriebene Verfahren lange bevorzugt. Die Beispiele zeigen
aber auch, daB bei den Filtermethoden geniigend Uberwachungsmaglichkeiten
bestehen, so daf} kritische Fille erkannt und dann durch geeignete Mainahmen
gehandhabt werden kénnen.

* Arsen wird nicht zur Gruppierung herangezogen, siehe Abschnitt 1.3.
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VIII.3 Einzelstiicke (“Singles”)

Bereits mehrfach erwdhnt wurden Proben, die bei irgendeiner Art der Grup-
pierung keiner Referenzgruppe zugewiesen werden kénnen. Bei Gruppierungs-
methoden des Kapitels II, die vom gesamten Datensatz ausgehen, kénnen diese
Proben erhebliche Schwierigkeiten verursachen, wie dort bereits diskutiert wur-
de. Fiir manche Verfahren ist es daher sinnvoll, diese Einzelstiicke oder “Sing-
les” aufzuspiiren, aus dem Datensatz zu entfernen und erst anschlieBend mit der
eigentlichen Gruppierung zu beginnen, ein nicht sehr befriedigendes Verfahren.

Von Filtermethoden werden Singles mehr oder weniger ignoriert. Sie wer-
den beim Filtern nicht mit ausgewihlt. Wird ein Einzelstiick als Referenzwert
vorgegeben, so finden sich keine anderen dhnlichen Proben. Das entsprechende
Einzelstiick kann keiner Referenzgruppe und keinem Herkunftsort zugewiesen
werden. Unter Umstdnden ist man spéter iiberrascht, seinen chemischen Fin-
gerabdruck in einer anderen Studie wiederzufinden®. Handelt es sich aber um
eine wie auch immer geartete komplexere Form der Kontamination, die mit den
Mitteln des Abschnitts VIII.1 nicht erkannt wird, so bleibt die Probe in aller
Regel eine nicht zuweisbare Scherbe.

Jedoch ist es gerade bei Ofenverfiillmaterial unwahrscheinlich, dafi mehr
als nur eine oder zwei Proben nicht am Ort nach einem dort verwendeten Re-
zept hergestellt sind, das sich auch in anderen Scherben findet. Hier muf} beim
Auftreten von Einzelstiicken entweder auf eine Inhomogenitit im verarbeiteten
Material, unter Umstinden bedingt durch zu geringe Probenmenge oder Inho-
mogenitdten in der Probe, geschlossen werden. Auch eine zu geringe Streuung
der Gruppen (sieche Abschnitt 1V.4) ist méglich. Die VergréBerung der Grup-
penstreuung (um die meisten Einzelstiicke doch noch zu Mitgliedern irgendeiner
Gruppe zu machen) ist jedoch sinnlos, da dann auch Proben benachbarter Refe-
renzgruppen als Mitglieder der betreffenden Gruppe angesprochen werden. Die
Alternative, dann mehrere Referenzgruppen zu vereinigen, fiithrt oft zur Bildung
einer grofien Gruppe, die den grofiten Teil des betrachteten Datensatzes umfafit
und auch archiologisch keinen Sinn mehr ergibt. Auf dieser Basis wire dann
eine Herkunftsbestimmung durch Multielementanalysen nicht mehr mdoglich.

Alternativ dazu kann aber mit den hier entwickelten Methoden fiir
jedes Einzelstiick zumindest die “wahrscheinlichste” Gruppe y, fiir die
d12v[+P, (o.K.),Verd,red(innzeIStﬁCk7 y) am kleinsten wird, bestimmt werden. Da nach
den Daten die Probe “anders” ist als die in der Referenzgruppe zusammenge-
faBten Proben, ist eine “vielleicht”-Zuweisung lediglich aufgrund anderer (z. B.
archiologischer) Indizien, die die Zugehorigkeit zu einer der Gruppen fordern,
noch sinnvoll. Dabei mufl aber immer klar sein, daf§ das betreffende Kinzelstiick
unter Umstidnden anhand seines chemischen Fingerabdruckes zu einer anderen,
im Datensatz nicht vorhandenen Gruppe gehdren kann.

Tabelle VIII.4 zeigt fiir die Probe Ping 2 die df\,[_’_P’O_K.’verd’red—Werte der in
Abschnitt VII.3 gebildeten Gruppen des Testdatensatzes. Aufgrund der Wer-

“Die beiden rémerzeitlichen Bonner Scherben Bonn 106 und 116 sind ein Beispiel dafiir,
sie passen nicht zu den in [Mom91c] beschriebenen Gruppen aus Bonner Ofenverfiillmaterial,
obwohl sie dort gefunden wurden. Erst in Langerwehe und dort in einer ganz anderen Zeit
(hochmittelalterlich — frithneuzeitlich) taucht ihr chemischer Fingerabdruck erneut auf.
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te in der Tabelle erkennt man eine Abweichung von der Gruppe J in Hf, Zr
und U. Dies ist keine typische Kontamination, sondern deutet eher auf eine
Inhomogenitit im Scherben selbst hin. Vielleicht wurde ein grofies Magerungs-
korn getroffen, worauf die gegeniiber J héheren Werte an Zr und Hf hindeuten.
Beide Elemente sind in der Kdlner Bucht eher in der Magerung als in den
Tonbestandteilen selbst zu finden (siehe Abschnitt VII.2.4). Bereits aus der
Abbildung VII1.2, oben, geht hervor, dafl es viele Pingsdorfer Proben gibt, die
kleinere dﬁ/[_l_P’o.K.’Verd’red—Werte beziiglich der Langerwehe-Gruppe | aufweisen.
Auf der Basis der in der Tabelle dargestellten Werte allein ist die Zuweisung zu
J daher nicht gerechtfertigt. Lediglich mit der angefiihrten Argumentation, die
aber auf unbewiesenen Vermutungen basiert, ist eine Gruppenzugehdrigkeit zu
J “moglich”.

Diese Argumentation [48t sich fiir mehrere Pingsdorf-Einzelstiicke
durchfiihren. Sowohl Ping 2, Ping 45 und Ping 65 kénnten zu Pingsdorf J,
Ping 62 zu Pingsdorf . geh6ren. Dabei treten allerdings Mehrdeutigkeiten auf,
da bei Weglassen anderer, ebenfalls méglicher Elemente Ping 65 auch zu L
gehéren kann. Dies zeigt die Gefahren eines solchen Vorgehens. Auch die bei-
den Pingsdorfer Gruppen R und S mit ihren nur wenigen Mitgliedern kénnen
eher zufillige Ansammlungen von mehreren Einzelstiicken sein. Ein Vereinigen
einer dieser Gruppen mit L oder J aber sorgt fiir zu grofie Streuungen und
damit fiir keine klare Trennung zu Langerwehe mehr.

Der Grund kann eine starke Abweichung von der beim Filtern zumindest im-
plizit angenommenen mehrdimensionalen Normalverteilung der Variablen sein.
Diese Annahme 148t sich aber teilweise umgehen, wenn statt eines mehrere
Gruppenzentren und die “Mehrkomponentenmethode” des Abschnittes VI1.3.2
verwendet werden. Eine genaue Untersuchung dieses Vorgehens bleibt allerdings
einer zukiinftigen Arbeit vorbehalten.

Insgesamt 148t sich mit den Filtermethoden und dem in Abschnitt VIII.1
angegebenen Verfahren der Anzeige von abweichenden Elementen oft auch ein
Grund fiir die Abweichung der Konzentrationswerte eines Einzelstiicks suchen.
Die darauf aufgebauten Vermutungen allerdings lassen sich mit der bereits
durchgefithrten Multielementanalyse selbst nicht beweisen. Entweder begniigt
man sich mit einer Vermutung, oder es muf} eine alle Arbeitsginge umfassende
Nachmessung angestellt werden, wenn das betreffende Stiick wichtig ist.
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Tabelle VII1.4: Zuweisungstests fiir ein EKinzelstiick
Aufgefiihrt sind die d§/1+P, oK., Verd,rea- Werte aller 13 im Datensatz vorliegenden
Gruppen beziiglich der Probe Ping 2. Die Darstellung entspricht den Tabellen
VIIL.T und VII1.2. Angesichts der dargestellten Werte scheint eine Zugehérig-
keit von Ping 2 zu Ping-J mdglich, allerdings sind die Werte von Hf und Zr
wahrscheinlich keine Kontamination (siehe Text).

d12V[+P, 0.K., Verd, red»
Gruppe bei Vernachl. von n EI Vernachl. Verdiinnungs-
0 1 2 3 Elemente faktoren

Lgw-k 13.64 10.64 8.86 816 Th Hf Sc 096 0.92 0.90 0.88
Lgw-1 8.65 6.22 5.28 433 Hf Th Zr 099 096 0.94 0.93
Lgw-m 9.55 5.99 491 407 Th Co U 1.13 1.09 1.10 1.08
Lgw-n 1499 11.87 8.39 7.03 Sm FEu Hf 097 1.00 1.03 1.02
Lgw-o 55.19 29.93 26.00 23.75 Cs Sc Fe 1.14 1.08 1.02 1.05
H 9.09 778 634 530 Co Eu Sm 095 096 098 0.99
Ping-J 3.53 2.34 1.48 1.34 Hf Zr U 1.00 0.98 0.97 0.96
Ping-K  10.83 9.30 8.23 730 Eu Co Zn 1.10 1.12 1.13 1.14
Ping-L 7.56 6.86 6.27 586 Eu Rb Hf 095 096 0.95 0.94
Ping-R 35.65 22.10 16.97 13.15 Hf U Eu 092 0.88 0.85 0.88
Ping-S  18.61 15.39 12.72 9.54 Hf FEu Sm 087 0.85 0.87 0.90
Brhl-b 12.31 10.28  9.32 8.06 Sm U Th 091 093 091 0.89
Brhl-d 1570 11.16 794 588 Rb Cs Sc 1.09 1.06 1.02 1.00
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Kapitel IX
Logarithmen

Dieses Kapitel erldutert die notwendigen Modifikation, um die bisher entwickel-
ten Methoden statt auf Rohdaten auf logarithmierte Konzentrationswerte anzu-
wenden. Zunichst wird die Motivation fiir die Verwendung von logarithmierten
Werten erliutert, dann die entsprechenden Filter-Formeln angegeben und in
einem separaten Abschnitt noch auf eine Verwandtschaft der logarithmischen
Form der verdiinnungskorrigierten Filter mit einer Methode zur statistischen
Analyse von Daten, die einer Summenbedingung unterliegen, eingegangen.

IX.1 Einfiihrung

Bereits im Abschnitt [I.5 wurde darauf hingewiesen, dafl in vielen La-
bors die gemessenen Konzentrationswerte der einzelnen Proben vor einer
Gruppierung zunichst logarithmiert werden, um Werte und Streuungen ver-
gleichbarer Gréflenordnung zu erhalten. Wird anhand dieser (logarithmierten
Konzentrations-)Werte gruppiert, so gehen etwa bestehende Annahmen iiber
Verteilungen der Daten auf die Logarithmen iiber.

Die in Kapitel 11 vorgestellten Verfahren legen keine wie auch immer ge-
artete Form einer Verteilung der Konzentrationswerte im gesamten Datensatz
zugrunde. Lediglich die mit Innergruppenvarianzen operierenden partitionie-
renden Clusterverfahren, die Diskriminanzanalyse und die Ward-Methode (ein
hierarchisches Clusterverfahren) optimieren Quadratsummen und gruppieren
die Daten deshalb bevorzugt in Gruppen mit normalverteilten Konzentrations-
werten. Werden diese Verfahren mit den Logarithmen der Konzentrationswerte
durchgefiihrt, sind demzufolge Gruppen zu erwarten, bei denen eher die Loga-
rithmen der Konzentrationswerte normalverteilt sind.

Die letztendlich auf x? (oder 7T?)-Tests beruhenden Filterverfahren
implizieren ebenfalls eine Normalverteilung der Konzentrationswerte ei-
nes Elementes innerhalb einer Referenzgruppe. Durch die Darstellung der
d12\4+P,(o K.)’(verdJred—Werte in einem Histogramm und die gegeniiber der ex-

akten y?-Verteilung variabel handhabbare Abschneidegrenze werden allerdings
keine streng normalverteilten Daten vorausgesetzt, die Grundannahme jedoch
bleibt bestehen.

Wird nun statt der Daten selbst mit ihren Logarithmen gearbeitet und fiir
sie eine Normalverteilung vorausgesetzt, erhilt man fiir die Daten selbst eine
schiefe Verteilung. Deren Eigenschaften werden in [Ait57] ausfiihrlich dargelegt.
Daten, deren Logarithmen normal verteilt sind, heilen lognormal verteilt. We-
gen der Transformation © — log « miissen lognormal verteilte Daten strikt po-
sitiv sein. Diese Bedingung wird von Konzentrationsdaten automatisch erfiillt,
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sofern die Nachweisgrenze beliebig klein ist. Ob Konzentrationswerte jedoch
eher normal oder eher lognormal verteilt sind, oder ob sie eine noch andere Ver-
teilung aufweisen, hdngt offenbar von der betrachteten Grundgesamtheit und
der MeBprizision ab. [Ahr54] findet die Lognormalverteilung als “fundamenta-
les Gesetz der Geochemie” bei der Betrachtung von magmatischen Gesteinen.
[Ait57] begriindet theoretisch eine Lognormalverteilung fiir positive Variablen,
deren Anderung mit der Zeit ein zufilliger Anteil ihres augenblicklichen Wer-
tes ist'. I'iir Keramik gibt es sowohl Vorschlige iiber die Annahme von eher
normal verteilten Konzentrationswerten [Pic75] [Far77] (bei letzterer implizit,
siche Abschnitt I11.3), als auch eher lognormal verteilten , z. B. [Bie76]. [Pol86]
bemerkt, daff eine Annahme normal verteilter Haupt- und lognormal verteilter
Spurenelemente sinnvoll sein kénnte. Da die Lognormalverteilung bei der Riick-
transformation in die urspriinglichen Koordinaten einen Ausldufer zu hdheren
Werten hin aufweist (siehe z. B. [Ait57]), sind Datensitze, die ebenfalls eine
derartige Struktur zeigen, nach einer logarithmischen Transformation oft sym-
metrischer und werden manchmal allein aufgrund dieser Eigenschaft als eher
lognormal verteilt bezeichnet. [Kha87] vergleicht die aus den héheren Momen-
ten einer Verteilung berechneten Werte Schiefe und Spitzung (Kurtosis)? mit
denen von Normal- und Lognormalverteilung und schliefit aufgrund der gréfie-
ren Nihe zu den Werten der Lognormalverteilung auf eher lognormal verteilte
Daten ihres Datensatzes.

Allerdings muf} die Gesamtverteilung eines Datensatzes nicht notwendiger-
weise auch die innerhalb einer Referenzgruppe sein. Vor Beginn der Gruppierung
ist zundchst iiberhaupt nicht bekannt, welcher Verteilung die Konzentrations-
werte innerhalb der (noch unbekannten) Referenzgruppen folgen. Untersuchun-
gen an mit Filterverfahren etablierten Gruppen zeigen, dafl bei relativen Streu-
ungen der Konzentrationswerte von weniger als 10 % der Unterschied zwischen
der Annahme einer Normal- und einer Lognormalverteilung vernachldssigbar
ist [Bei91]. Sind die Streuungen fiir ein Element wesentlich gréfier, so riihrt das
meist von grofilen Mefifehlern nahe der Nachweisgrenze her. Dann sind die Ver-
teilungen tatsichlich oft schief mit einem Ausldufer nach oben, weil nach unten
Null den Wertebereich begrenzt. Inwieweit aus derartigen Daten aber auf eine
bestimmte Form der Verteilung geschlossen werden kann, ist eher fraglich.

IX.2 Filter fiir Logarithmen

Die Formeln der Kapitel 111 — VII sind auf der Basis von Normalverteilungen

entwickelt. Es ist jedoch ohne weiteres moglich, den gleichen Formalismus auch

fiir Lognormalverteilungen zu entwickeln und diesen zu verwenden, wenn die

Lognormalverteilung gegeniiber der Normalverteilung den Vorzug erhalten soll.
Zunichst werden folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

Ix = logx

"Derartige Prozesse konnten bei der Elementmusterverdnderung beispielsweise durch Aus-
waschung innerhalb einer Tonlagerstétte eine Rolle spielen.
2Zur Berechnung dieser Werte siehe z. B. [Ken69] oder [Abr72].
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log x4

log z,,

ist der Vektor der logarithmierten Konzentrationswerte von x, entsprechend ist
ly definiert. Sy und Sjy kennzeichnen die Kovarianzmatrizen von Ix und ly.
Dabei wird Sjy iiber Fehlerfortpflanzung berechnet, wenn x ein Datenvektor
einer Einzelprobe mit in Sy enthaltenen quadratischen Mefifehlern ist:

S = X~ 18, fx-1.

(X ist die Diagonalmatrix, gebildet aus den Eintrégen von x, siche Abschnitt
V.3.) Diese Umrechnung gilt nicht fiir aus lognormal verteilten Daten ermittel-
te Gruppenstreuungen. Die Zusammenhang zwischen dem Mittelwert und der
Streuung des Logarithmus’ einer lognormal verteilten Variable w und den ent-
sprechenden Werten der Variable selbst sind in [Ait57] gegeben:

Ist
( — )2
_ Og w Og w

L 7 T (IX.1)

flogw) = ———

die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die normal verteilten Logarithmen von w, so
ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir w selbst gegeben durch

(log w—log w)2

1 _—2—
fw) = ———ee  Togw . (1X.2)

o] 2
w 2770'1ng

(Das f in diesen beiden Formeln hat nichts mit dem Verdiinnungsfaktor der
anderen Kapitel zu tun. Allgemein ist es jedoch iiblich, Wahrscheinlichkeits-
dichtefunktionen mit f zu kennzeichnen.)

Der Erwartungswert @ und die Varianz o2, der Lognormalverteilung (1X.2)
hdngen mit den entsprechenden Werten fiir log w wie folgt zusammen:

T—— 1 2

= 8T 2% (IX.3)
2

— mQ (ealog wo_ 1)

gl

2N

g

Die Riickrechnung von auf mehr als einer Variablen basierenden Grofien (z. B.
Korrelationskoeffizienten) gestaltet sich erheblich schwieriger [Ait86].

Im folgenden wird bei der Behandlung der Filterverfahren fiir logarithmierte
Daten von den Groflen Ix, ly sowie Sjy und Sjy ausgegangen, wobei — soweit
es sich um Gruppenwerte handelt — dies die entsprechenden Erwartungswerte
der Logarithmen sind und nicht durch eine Umkehrtransformation von (I1X.3)
aus mit den Konzentrationswerten selbst berechneten Werten hervorgegangene
Grofien.

Fiir den reinen Mahalanobisfilter (IV.1) bzw. (VIL.1) ist die Ubertragung
auf Logarithmen einfach. Statt der Differenz der Werte selbst in Einheiten ihrer
Streuungen wird dies auf die Logarithmen iibertragen, und (VIL.1) geht fiir
Logarithmen iiber in

2 Ly -1
dM-I—P,Log, red(x7 y) = E (1X - ly) (SIX + Sly) (lX - ly) . (IX4)
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Die Form ohne Beriicksichtigung von Korrelationen lautet dabei als Summe
explizit ausgeschrieben:

m

1 (log z; log y;)*
dM+P o.K.,Log red X y - Z ! : (IX5)
m j=1 Ulogz‘j t+o logyj

Zur Beriicksichtigung von Verdiinnungen ist eine Voriiberlegung gemif
[Har76] erforderlich: Der Effekt der Verdiinnung la8t sich nicht ohne weite-
res in den Raum der logarithmierten Konzentrationen iibertragen. Verdiinnung
bedeutet, dafl die Konzentrationswerte selbst um einen gemeinsamen Faktor
verschoben werden, nicht deren Logarithmen. Fiir letztere bedeutet dies viel-
mehr die Einfiihrung eines additiven Terms, und analog zu

x0 — x = f1xg
ist die Transformation
Ixg — Ix = jlog f~' + Ixq .

j ist dabei wieder der Vektor mit Einsen als Eintrdgen in allen Komponenten. Zu
jeder Komponente des urspriinglichen Vektors mit den Logarithmen der Kon-
zentrationseintrige wird also der gleiche Term addiert. Die Beriicksichtigung
von Verdiinnungen wird bei Verwendung von Logarithmen erheblich einfacher,
da (gemiB Kapitel VI) die in

dl%/[+P,Log,Verd,red(X’ y) = (IXG)

1 . -1 .
= ——"(logf +x—ly) (S +Siy) " (Glogf +1x ~ly)

einzusetzende Losung von

0
Wdi/[-l-P,Log,Verd,red(xv y) =0 (IX7)

direkt bestimmt werden kann:

% (Six + S1y)™* (ly ~ Ix)

log f = - -
t (Six + Sly)_l.]

(IX.8)

Dies ist eine konventionelle Kleinste-Quadrate-Lésung. Im Gegensatz zum Ka-
pitel VII und den im Kapitel VI diskuiterten allgemeinen Formen miissen hier
die Kovarianzmatrizen nicht mit transformiert werden. Im Raum der Loga-
rithmen der Konzentrationswerte stellt die Verdiinnung eine reine I'ranslation
dar, die auf die Streuung von Ix keinen Kinflufl hat. Dies ist auch anschaulich
klar, da es sich bei Sjy (im wesentlichen, s.0.) um die (quadratischen) relativen
Streuungen von x handelt, die ebenfalls invariant unter einer Verdiinnungs-
transformation sind. Gegeniiber der in Kapitel VII angegebenen Form (VII.2)
kann (IX.6) wegen der explizit angebbaren Lésung fiir f so geschrieben werden,
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daf} in den Vektoren des Skalarproduktes nur noch Ix und ly stehen und die
Verdiinnungskorrektur selbst im Matrixausdruck erfolgt:

dlz\/[+P,Log, Verd,red(x7 y) = (IXQ)
Loy
((Six +S1y) ™" = (*i(S1x + S1y) 7)™ (Six + S1y) T I (Six + S1y) ™)
x(Ix —ly) .

Die Herleitung dieses Ausdruckes findet sich mit anderen Rechnungen fiir dieses
Kapitel im Anhang B.3.

In der Praxis besteht kein allzu grofier Unterschied zwischen der Verwen-
dung von Rohdaten- und Logarithmen-Filter. Die Abbildung 1X.1 zeigt den
Vergleich beider Filter anhand der Histogrammdarstellung fiir die Amarna-
Proben. Die zugrunde liegenden Referenzwerte wurden dabei einmal aus den
Rohdaten und zum anderen iiber die Logarithmen berechnet. Oben ist der Ver-
gleich der “reinen” Mahalanobisdistanzen (VII.1) und (I1X.4) dargestellt, un-
ten die auf Verdiinnung korrigierten Formen (VIL.2) und (IX.6). Fiir Proben
mit kleinen Werten von d12v[+P,(Log,) (Verd,) red liefern beide Filter fast identische
Werte. Allerdings werden mit dem Logarithmen-Filter und der “reinen” Ma-
halanobisdistanz noch zwei Proben mehr (d und g) als zur Gruppe zugehorig
betrachtet, dafiir muf} die Zugehorigkeit der Probe m nach den Werten des
Logarithmen-Filters nun bezweifelt werden. Fiir die verdiinnungsfaktorkorri-
gierten Rechnungen sind die Unterschiede nicht so krafi. Fiir alle Proben mit
d%/H—P,Verd,red < 1.6 gilt auch d§A+P,Log,Verd,red < 1.6 und umgekehrt. Lediglich
die beiden Proben q und t riicken niher an die Gruppe heran, insbesondere
bei q wird die leichte Wolfram-Kontamination (erhdhter Konzentrationswert,
siche Abschnitt VIIL.1) durch den wegen der Annahme einer Lognormalvertei-
lung in den Referenzwerten zugelassenen Ausliufer der Verteilung zu héheren
Werten bereits kompensiert. Die Probe h, die (ebenfalls bedingt durch eine
Wolfram-Kontamination, siehe Abschnitt VIII.1) der Referenzgruppe wesent-
lich undhnlicher ist, zeigt allerdings einen erheblichen Unterschied zwischen der
Annahmen normal und lognormal verteilter Daten in der Referenzgruppe. Da
(siehe Tabelle VIII.1) fiir diese Probe fast ausschlielich Wolfram zum Wert von
d%V[-I—P,(Log,)Verd,red beitrdgt, fiihrt die Annahme eines lingeren Ausldufers der
Referenzgruppe nach oben (bei der Lognormalverteilung) zu dem viel kleineren
Wert fiir d12v[+P,Log,verd,red gegeniiber der Normalverteilung.

Abbildung 1X.2 zeigt fiir die Verdiinnungsfaktorrechnung die Unterschiede

von Verdiinnungsfaktoren f und d? abhingig vom mittleren dﬁ/[_I_P’ (Log,) Verd, red’

aus Rohdaten und Logarithmen berechnet. Fiir kleine d12\4+P,(Log,)Verd,red sind
die Unterschiede nicht sehr grofi (wie auch bereits aus Abbildung IX.1 her-
vorgeht). Fiir den Referenzwerten undhnlichere Proben liefern beide Verfahren
aber unterschiedliche Werte, was auf die Annahme unterschiedlicher zugrunde-
liegender Verteilungen in den Referenzgruppen zuriickzufiihren ist. Da Proben
mit groflen dﬁ/H_R(Lo&)verd’red—Werten aber ohnehin nicht als Mitglieder einer
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Mahalanobisdistanz d2M+P,red (Rohdaten)
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d2M+P,Verd,Log,red
Abbildung IX.1: Vergleich von Rohdaten und Logarithmen-Filter im Histo-
gramim

Dargestellt sind die Amarna-Proben (vergleiche Abbildungen V.4 und VII.2).
Das obere Bildpaar zeigt den Vergleich zwischen den unkorrigierten Mahalano-
bisdistanzen von Rohdaten und logarithmierten Werten, das untere den Ver-
gleich zwischen den entsprechenden verdiinnungskorrigierten Werten. Die je-
weils oberen Diagramme sind bereits in Abbildung VII.2 enthalten.
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Abbildung 1X.2: Vergleich von verdiinnungskorrigiertem Rohdaten- und Loga-
rithmenfilter

Die Daten entsprechen denen der Abbildung 1X.1. Oben ist die Differenz der aus
den Formeln (VIIL.2) und (IX.6) berechneten Verdiinnungsfaktoren f gegen den
gemittelten Wert aus d12\/I+P,Verd,red und d12v[+P,Log,verd,red aufgetragen, unten
das Verhiltnis (als normiertes Maf fiir die Differenz) dieser beiden Werte. Fiir
kleine dva_P’ (Log,) Verd, red sind sowohl die d? wie auch die Verdiinnungsfaktoren
nahezu identisch. Die der Referenzgruppe undhnlichsten Proben a, h, v und x
sind analog der Abbildung VII.2 separat gekennzeichnet.
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Gruppe betrachtet werden, spielt auch die Diskrepanz zwischen den hier sinn-
losen berechneten Verdiinnungsfaktoren keine Rolle.

Bei der Gruppenzuweisung lieferen beide Verfahren ungefihr gleiche Er-
gebnisse, was auf den geringen Unterschied zwischen Normal- und Lognormal-
verteilung bei kleinen Streuungen der Referenzgruppen zuriickgefiihrt werden
kann. Die Verwendung von Rohdaten oder Logarithmen bei der Gruppierung
kann damit von anderen Zielsetzungen abhingig gemacht werden. Rohdaten
erlauben die direkte Betrachtung der Daten wé&hrend des gesamten Gruppie-
rungsprozesses, was in der Bonner Arbeitsgruppe bevorzugt wird. Logarithmen
gestatten einfachere mathematische Formeln. Geringfiigige Kontaminationen
werden bei der Annahme einer Lognormalverteilung als noch der Verteilung
entsprechend betrachtet und demzufolge auch mit den Methoden des Abschnit-
tes VIIIL.1, die auf logarithmierte Daten natiirlich ebenfalls anwendbar sind,
schwerer entdeckt?.

IX.3 Verwandter Formalismus

Beim grofiten Teil des bisher in dieser Arbeit Gesagten ist davon ausgegangen
worden, daf} die einzelnen Konzentrationswerte einer Probe oder Gruppe im
Idealfall als véllig unabhingig voneinander betrachtet werden kénnen. Werden
die Konzentrationen aller Hauptelemente einer Probe bestimmt, so muf ihre
Summe 100 % ergeben®. Dies bedeutet aber, dafl ihre Konzentrationen aufgrund
der Bedingung > p,ptelemente Tj = 100% nicht unabhingig voneinander sind.
Ein Freiheitsgrad geht durch die Normierungsbedinung verloren. In [Ait86] wird
diese Einschrinkung und ihre Auswirkungen auf die statistische Analyse solcher
Daten ausfiihrlich diskutiert.

Gemessene Konzentrationsdaten unterlieger zwar der 100 %- Bedingung,
aber die Summe aller unabhingig voneinander gemessenen Komponenten wird
nur selten 100 % ergeben, obwohl die Réntgenfluoreszenzanalyse zumindest
nach Probenvorbehandlung (Entfernung der fliichtigen Bestandteile) durchaus
in der Lage ist, alle Hauptbestandteile zu bestimmen. Diskrepanzen werden
durch ungeniigenden Probenaufschluf}, Gliihverlust, unsichtbare Komponenten
usw. erkldrt. Um die Daten sinnvoll vergleichen zu kénnen, wird jedoch auf 100
% renormiert, entweder, indem jede einzeln bestimmte Konzentration durch die
Summe aller Konzentrationen geteilt wird oder nur Verhiltnisse von Konzentra-
tionen betrachtet werden. [Ait86] weist darauf hin, daf} dies auch fiir Datensitze

®Da die Lognormalverteilung ein solches Verhalten explizit vorsieht, handelt es sich hier
gar nicht um Kontaminationen im Sinne der Lognormalverteilung.

*Hauptelemente werden hier dadurch charakterisiert, daB beim Fortlassen eines von ihnen
die 100 %- Bedingung innerhalb der Mefigenauigkeit nicht erfiillt wird. In den Geowissenschaf-
ten ist die Terminologie je nach Untersuchungsgegenstand nicht ganz einheitlich. Allgemein
werden bei Analysen silikatischer Proben — das sind fast alle Gesteine der Erdkruste — H, O,
Na, Mg, Al, Si, P, K, Ca, Ti und Fe als Hauptelemente bezeichnet. Die Summe ihrer Ge-
wichtsanteile sollte tiber 99.5 % liegen [Tho89]. Bei Rontgenfluoreszenzanalysen rechnet man
zu den Hauptelementen im allgemeinen die als Oxidkonzentrationen ermittelten Na, Mg, Al,
Si, P, S, K, Ca, Ti, Mn, und Fe sowie natiirlich O und die wiahrend der Probenaufbereitung
fliichtigen und damit nicht bestimmbaren Elemente H und (manchmal) C. Dies sind die meist
in Konzentrationen tiber 0.2 Gewichts% vorliegenden Elemente [Hoe01].
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sinnvoll sein kann, die zwar einer Summenbedingung geniigen miissen, wo aber
nicht alle Hauptkomponenten bestimmt sind, z. B. INAA-Daten. Nach dem in
Abschnitt 1.3 geschilderten Verfahren kénnen in Bonn von den Hauptelementen
nur Na, K, Ca, Ti und Fe bestimmt werden.

Statt die Kigenschaften solcherart durch eine Zusatzbedingung einge-
schrinkter Vektoren anhand der Rohdaten zu diskutieren, verwendet [Ait86]
allerdings im grofiten Teil seines Werkes logarithmierte Daten®. Im folgenden
wird ein Zusammenhang zwischen dem in [Ait86] enthaltenen Zugang und den
in dieser Arbeit entwickelten Formeln aufgezeigt.

Wird ein gemessener Datenvektor x durch eine bestimmte Komponente xp
geteilt, so bleiben von den m Komponenten nur noch m — 1 unabhdngige iibrig,
die D-te Komponente ist dann 1. Eine symmetrischere Behandlung aller m
Komponenten erfolgt, indem entweder durch das arithmetische oder (in [Ait86])
das geometrische Mittel g(x) = (ITZ, z;)(1/™) aller Komponenten geteilt wird,
ein Datenvektor x geht dann iiber in

X — zx = x/g(x). (1X.10)

Betrachtet wird in [Ait86]
lzyx = log(zx) . (IX.11)

Die hier gewihlte Notation weicht etwas von der in [Ait86] ab, um mit der
bisher in dieser Arbeit verwendeten konsistent zu bleiben. Dort ([Ait86], S. 79)
wird mit z bezeichnet, was hier 1z ist. Es gilt

bilzx = 0, (1X.12)

unabhingig vom Rohdatenvektor x. Die normierten logarithmierten Vektoren
1z liegen also alle in einer m — 1-dimensionalen Hyperebene (=: #;, ) senkrecht
zum Vektor j.

In [Ait86] wird empfohlen, zur Beriicksichtigung der Summenbedingung
sdmtliche Rechnungen nur mit den normierten Vektoren lzx (oder anderen da-
zu dquivalenten Formen) auszufiihren. Die Kovarianzmatrix SlZy einer Gruppe
von Keramik, deren Datenvektoren logarithmiert und auf die angegebene Weise
normiert sind, hangt mit der urspriinglichen Matrix wie folgt zusammen:

Sizy = G S1y G =: I'yy. (IX.13)
G und T entsprechen dabei der Notation in [Ait86], G ist wie folgt definiert:
G=1-m"'J, (1X.14)

und J = j*j enthilt lauter Einsen. Die gleiche Operation liBt sich natiirlich
auch mit der Summe Sy, + S}, durchfiihren, da auch die Mefifehler einer Probe

5 Als Begriindung dafiir findet sich folgendes : “FExperience with mathematical and statisti-
cal modelling has, however, led us to another perception, that in first attempts at modelling
new situations there is little harm in opting for the tractable. Now variances and covariances
of ratios are awkward to manipulate, and as any lecturer in statistics must grow weary of tel-
ling his or her students, when stuck by complicated products and quotients: take logarithms.”

([Ait86], S. 65)
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x durch die Summenbedingung eine Einschrinkung erfahren und nicht mehr
als unkorreliert betrachtet werden kénnen. Die entsprechende Matrix wird im
weiteren mit I'iy 1y bezeichnet.

Die Matrizen T sind wegen der Beschrdnkung auf die zu j senkrechte Hy-
perebene H;, natiirlich singuldr. Eine zu Formel (IX.4) dquivalente Filterung
ben&tigt jedoch die Inverse von I' zumindest auf H;, . Die Verwendung der ein-
deutig bestimmten Moore-Penrose-Inversen [Ait86] T'~, die zumindest auf #;,
eine brauchbare Form der Inversen darstellt, 16st dieses Problem. Zur genauen
Definition der Moore-Penrose-Inversen siehe [Kru75] und [Rao71] sowie den An-
hang B.3. Mit '™ 148t sich eine summenbedingungskorrigierte Form von (I1X.4)
angeben, die sich als bereits bekannt herausstellt:

d%VH—P,Log, Summ—Bed,red(xv y) = (IXIS)
1 _
= — (lzx — lzy)I‘lx,ly(lzx —lzy)
1
- L i)
m —
X ((S1x + S1y) ™t = (*(Six + Siy) 1) 7 (Six + S1y) "1 I (Sixc + Siy) ™)
X(Ix — ly)

_ 2
- dM-I—P,Log,Verd,red (X7 y) .

Der aus der Summenbedingung abgeleitete Formalismus und die Verdiinnungs-
korrektur sind also fiir eine Betrachtung der logarithmierten Daten dquivalent.
Die vollstindige Entwicklung der Gleichung findet sich im Anhang B.3. Im
Gegensatz zur ersten Hilfte der Gleichung kann aber bei der verdiinnungskorri-
gierten Mahalanobisdistanz fiir Logarithmen auf eine Transformation der Form
(IX.10) und (IX.11) verzichtet werden. Solange also nur Filtermethoden zum
Einsatz kommen, wird bei der Kombination Logarithmen und Verdiinnungs-
korrektur eine Summenbedingung automatisch beriicksichtigt. Dies gilt nicht
fiir die Rohdaten selbst. Dort entspricht eine Summenbedingung ebenfalls
der Projektion auf die Hyperebene H;, (im Hyperraum der Rohdaten), die
Verdiinnungskorrektur projiziert dort allerdings auf eine Kugelkalotte (siehe
dazu die Diskussion in den Abschnitten VII.2.2 und VII.2.3).

Die Méglichkeit, mit dem in [Ait86] entwickelten Formalismus Verdiinnun-
gen inherent zu beriicksichtigen, wurde schon von [Lee89] erkannt, die allerdings
einen Ausdruck der Form t(lzx —lzy)(lzx — lzy) als UndhnlichkeitsmaB fiir ei-
ne Clusteranalyse verwendet. Diese Formel enthilt aber keine Moglichkeit, die
MefBprazision zu beriicksichtigen, weil das Standardskalarprodukt verwendet
wird. Bei Einsetzen der Mefifehler (Syy + Sly)_1 zwischen die beiden Vektoren
ergibt sich allerdings sofort d12\4+P,o.K.,Log,Verd,red' Zur Verwendung dieser und
dhnlicher Filter in der hierarchischen Clusteranalyse siche Abschnitt X.2.

Fiir die PCA (siehe Kapitel II) wurden in [Bax89] und [Bax92] die Vorteile
des Formalismus aus [Ait86] beschrieben. Allerdings weist [Bax92] auch auf
die Probleme der Transformationen (I1X.10) und (IX.11) hin, die zur stirkeren
Gewichtung von Variablen mit kleinen absoluten Werten bei der PCA fiihrt
und damit das in Kapitel Il geschilderte Skalierungsproblem nur umkehrt, aber
nicht beseitigt. Die Nachteile der PCA bleiben also bestehen.
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Weitere Moglichkeiten, mit den aus der Summenbedingung folgenden Trans-
formationen statistische Untersuchungen durchzufiihren und Modelle zu ent-
wickeln, sind in [Ait86] ausfiihrlich beschrieben. Fiir den in dieser Arbeit verfolg-
ten Zweck der Gruppierung von Keramik sollen aber die Ausfiihrungen dieses
Abschnittes geniigen, die fiir Logarithmen die Aquivalenz von verdiinnungskor-
rigierter Mahalanobisdistanz und Summenbedingung fiir Konzentrationsdaten
dargelegt haben.
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Kapitel X

Auflerdem: Weitere Eigenschaften
von Chiquadrat-Filtern

X.1 Distanzeigenschaften

In Abschnitt 11.2.1 wurde erwihnt, dafl eine Grundbedingung aller Clusterver-
fahren die Definition einer (Un)dhnlichkeit oder eines Abstandes zwischen je
zwei Datenpunkten oder Clustern ist. Die Merkmale einer Undhnlichkeit sind
bereits dort erldutert worden.

Die in den Kapiteln IIT — VII und IX definierten

QRy(+P), (0.K.,) (Log,) (Verd,) (red) (%: ¥)

kénnen als Unidhnlichkeit zweier Datenpunkte x und y betrachtet werden. Im
Unterschied zu den meisten in der Literatur bisher vorgeschlagenen Maflen fiir
die Undhnlichkeit zwischen zwei Vektoren mit beliebigen positiven reellen Zah-
len als Eintrigen hingt eine derart definierte Un#ihnlichkeit aber nicht allein
von den Koordinaten des Datenpunktes ab, sondern auch noch von deren Unsi-
cherheiten (bzw. Streuungen bei Gruppen), ausgedriickt durch Sx und Sy. Dies
fithrt zu einigen Figenschaften, die der iiblichen Definition der Begriffe “Unihn-
lichkeit” und “Abstand” zuwiderlaufen, und auf die im folgenden hingewisen
wird.
Die im Kapitel 111 definierten Formeln lassen sich als

d(x,y) =" x-y)S;t(x—y) (X.1)

schreiben (falls keine Korrelationen beriicksichtigt werden, ist S;l Diagonal-
matrix). Sie enthalten nicht die Unsicherheiten der Einzelproben, y ist ein Re-
ferenzwert. Damit ist allerdings noch kein Mafl zwischen zwei Kinzelproben
definiert. Es ist jedoch méglich, die Kovarianzmatrix Sy, irgendeiner Referenz-
gruppe k zu benutzen und damit eine Metrik auf dem Datensatz iiber

M(Xa, X3) \/t -x3)8 (Xa - x3) (X.2)

zu definieren, was einen Abstand zwischen den Konzentrationsvektoren x, und
x3 liefert. Eine Division durch die Anzahl m der Elemente (=Freiheitsgrade)
des Ausdrucks unter der Wurzel ist aus praktischen Griinden (bei der Behand-
lung von Nulldaten) sinnvoll, wird aber in diesem Abschnitt nicht gesondert
diskutiert. Diese Distanz ist die konventionelle, von [Har76] propagierte Form
der Mahalanobisdistanz. Viele Autoren verwenden den Begriff “Mahalanobisdi-
stanz” nur fiir den Abstand von Datenvektoren zum Mittelpunkt einer Gruppe,
deren inverse Kovarianzmatrix S;l in X.2 steht.
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Nach den Ausfiihrungen des Abschnittes I1.2.1 ist klar, daf§ eine Form (X.2)
fiir jede Matrix méglich ist, die positiv definit ist. Auch eine Kombination aus
Referenzgruppenkovarianzmatrizen, etwa ein mit der jeweiligen Gruppengrofie
gewichtetes Mittel wie bei der Diskriminanzanalyse, die Kovarianzmatrix S
des gesamten Datensatzes oder eine unabhingig von irgendeiner Referenzgrup-
pe gewidhlte Matrix kann sinnvoll sein. Mit S = I erhdlt man die konventio-
nelle euklidische Distanz, mit S unter Weglassen aller Nebendiagonalelemente
die euklidische Distanz nach einer Autoscaling-Transformation (siehe Abschnitt
I1.2.1). Der so definierte Abstand ist aber noch nicht von den Unsicherheiten
der Einzelpunkte abhingig.

Die im Kapitel IV eingefiihrte Formel (IV.1, hier ohne Normierung auf die
Elementanzahl)

e (Xa, %5) = *(%a = %) (Sx. + Sx,) 7 (%a — Xp) (X.3)

dagegen bendtigt nicht irgendeine vorgegebene Matrix. Sowohl Sy als auch
Sx, konnen fiir die MeBunsicherheiten der entsprechenden Einzelproben ste-
hen, in diesem Fall handelt es sich dann meist um Diagonalmatrizen mit den
quadratischen Meflunsicherheiten des Elementes j an der j-ten Diagonalstelle.
Sind die Eintrige der Matrizen Sx fiir alle Proben gleich, so kann Sx, + Sx,
natiirlich durch eine fiir den gesamten Datensatz gleiche Matrix Soy := 2S84
ersetzt werden, in diesem Fall erhilt man eine Form wie (X.2) und einen da-
durch definierten Abstand zwischen allen Datenpunkten. Ist dies jedoch nicht
der Fall, so ist (X.3) im allgemeinen kein Abstand mehr. Der Grund dafiir ist
die nicht notwendigerweise erfiillte Dreiecksungleichung. Ist nimlich eine Probe
X~ mit — verglichen zu allen anderen Proben — grofien Mefifehlern behaftet, so
kénnen dyiyp(Xy,X,) und dygp(xy,xg) beliebig klein werden, verglichen mit
ds;{l(xa’ x3). Dann kann es sein, daB die Dreiecksungleichung

A4 (Xa, %Xg) < dvyp (Xa, Xq) + dugp (X4, Xp)

nicht erfiillt ist. Fiir den vorgegebenen Datensatz ist fiir (X.3) dann auch die
Abstandseigenschaft nicht mehr erfiillt'. Die Merkmale einer Un#hnlichkeit da-
gegen sind auch weiterhin gegeben (die Nummern entsprechen denen des Ab-
schnittes 11.2.1):

1.) dmyp(Xa,Xq) = 0 fiir alle Proben a.
2.) duvtp(Xa,xg) > 0 fiir alle Proben a, 3.
3.) duiyp(Xa,xp) = duiyp (X5, Xa)

)

4.) dM+p(Xm Xg) = 0 x, = X3

"Der Begriff Abstand oder Metrik wird bei multivariaten Datensézen etwas anders gehand-
habt als in der linearen Algebra: wahrend dort eine Metrik auf einem ganzen Vektorraum
definiert sein muf, geniigt hier die Definition zwischen allen (endlich vielen) Punkten eines
Datensatzes.
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Die hier fiir die reinen Mahalanobisdistanzfilter gemachten Ausfiihrungen gelten
auch fiir deren logarithmische Form.

Verdiinnungskorrigierte d der Kapitel V — VII und IX sind wegen der Ska-
lierung iiber die Meflunsicherheiten analog X.3 ebenfalls keine Abstinde. Sie
erfiillen jedoch auch Punkt 4.) fiir eine Undhnlichkeit nicht, da mit xg = kx,,
k > 0, gilt: dvtp,verd(Xa,Xxg) = 0. Bel verdiinnungskorrigierten d ist je-
doch gerade diese Kigenschaft wiinschenswert. Wird durch Weglassen der ent-
sprechenden Komponente im Hyperraum statt “Undhnlichkeit” “Undhnlich-
keit bis auf Verdiinnung” betrachtet, so gelten die Forderungen 1.) — 4.) wie-
der fiir die in den Kapiteln VI bzw. VII und IX definierten verdiinnungs-
korrigierten d. Das df ,.4(Xa,Xp) des Abschnittes V.3 [Moms8g] erfiillt wegen
d? oq(Xa,%x3) # d} _.4(X5,%X,) dennoch nicht einmal die an ein Un#hnlichkeits-
maB zu stellenden’Forderungen. Die in diesem Zusammenhang auftretenden
Probleme sind bereits dort diskutiert worden. Hier wird di req Nicht weiter be-
handelt.

Es stellt sich die Frage, ob

d12v1+P,verd(xaa xg) = (fXa = ¥p) (fQSxa + Sxa)_l (/%o = xp) (X.4)

und

dl%/[-}-P,Log, Verd (XOM Xﬁ) = (X5)
= P(lxa—1x5) X [(Six,+Six,) 7

— (*](Six, + S1x,) 1) (Six, + Sixs) "I (Spx, + Six,) 7!
X (Ixo —1xp).

analog zu X.3 die Bedingungen eines Abstandsmafes erfiillen, wenn die Mef-
fehler iiber ein Kriterium miteinander verkniipft sind.

Fiir die logarithmische Form (X.5) ist dieses Kriterium etwas leichter zu
erortern, da die Losung fiir den Verdiinnungsfaktor direkt angebbar ist. Im
Matrixausdruck im Innern des Skalarproduktes stehen nur bekannte Grofien.
Diese sind immer gleich, wenn die relativen Unsicherheiten fiir alle Proben gleich
sind, also X~184xX~1 (= Sj,) = const. Das Skalarprodukt enthilt dann immer
die gleiche Matrix, und dyyp, Log, verd (Xa, Xg) ist eine Norm auf H;, (siehe
Kapitel IX). Vektoren, die sich nur um ein Element (= kj) aus dem Kern
J von T'~ (sieche Abschnitt IX.3) unterscheiden, sind gleich im Sinne dieser
Norm und kénnen als dquivalent betrachtet werden. Damit ist dy4p,Log, Verd
eine Norm auch auf dem Quotientenvektorraum? ¥V = R™/7, dessen Elemente
Aquivalenzklassen von Vektoren im Sinne von '™ sind.

Mit Formel (X.4) erfolgt die Projektion nicht in eine Hyperebene des Hyper-
raumes, sondern auf eine Kugelkalotte (siehe Abschnitt VII.2). Damit eine
Norm auf einer Hyperebene analog zum logarithmischen Fall zu definieren, ist
unmoglich. Allerdings 148t sich (X.4) fiir einen Spezialfall auf eine Norm fiir
Einheitsvektoren und damit auf eine Winkelmessung reduzieren:

*Zur Erlduterung eines Quotientenvektorraumes siche beispielsweise [Fis84].
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Sei Sg die Kovarianzmatrix irgendeiner beliebigen Einzelprobe, [|- || = |- |lq-1

die Norm, die iiber die Inverse dieser Matrix als Skalarproduktmatrix deﬁniécrt
wird (siehe Abschnitt 11.2.1), und es gelte fiir alle Proben x,:

Sy, = | S . (X.6)

7 sl
%]
und (X.4) geht iiber in
K2 % x|
A1 pp vora(Xa, Xg) = o = (X.7)
+P, Ver 2 ||fxall  Txsll

= |I¥|? (1 —cosflg_1 (xa,x[;))

X

Dabei ist cos 08_1 analog zu Abschnitt 11.2.1 definiert. Hingen die Mefifehler

der Proben nach (X.6) miteinander zusammen, so 1dft sich (X.4) also in eine
reine Winkelmessung iiberfiithren. Wegen (X.7) weist dyiyp, vera auch die Ab-
standseigenschaft auf, wenn bis auf Verdiinnung gleiche Proben als insgesamt
gleich betrachtet werden. Es sei angemerkt, daf§ bei Giiltigkeit der Bedingung
(X.6) fiir alle Proben und eine zur Skalierung dienende Probe %X diese Rolle
automatisch von jeder Probe iibernommen werden kann. Die Bedingung (X.6)
bedeutet nicht “gleiche relative Fehler fiir jedes Element”, sie bedeutet viel-
mehr “gleiche Fehler bezogen auf die Gesamtlinge des Probenvektors”. Sind die
Verdiinnungsfaktoren der Proben untereinander allerdings nicht zu sehr von 1
verschieden, gilt das natiirlich auch fiir das Verhiltnis ihrer Langen und Fehler,
so dafB gleiche Fehler anzunehmen zumindest fiir dhnliche Proben keine allzu
grobe Niherung darstellt.

Die (X.6) zugrundeliegende Winkelmessung it — wie im logarithmischen
Fall — d12v[+P,verd als geeignetes MafB fiir Un#hnlichkeit oder Abstinde von
Richtungen oder, was dquivalent ist, von Daten, die einer Summenbedingung
geniigen, erscheinen. In der Literatur findet sich ([Mar79], S.379) fiir das Zweifa-
che des Ausdrucks (X.7) mit der Einheitsmatrix I als Matrix im Skalarprodukt
und [|X]| = 1 der Ausdruck “Bhattacharyya-Distanz”.

X.2 Filter und konventionelle Methoden der Da-
tenbehandlung

Die im letzten Abschnitt diskutierte FEigenschaft der Filter, auch als

Un&hnlichkeits- bzw. (in Spezialfillen) sogar als Abstandsmaf§ verwendbar zu

sein, 148t auch an ihren FEinsatz in den im Kapitel II geschilderten Metho-
den denken, da sie einige der dort geschilderten Probleme beseitigen. Dies
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gilt besonders fiir die hierarchischen Clusteranalysen. Bei dimensionsreduzie-
renden Methoden wie der PCA ist eher eine geeignete Datentransformation
notwendig. Dafiir kommt — trotz einiger Probleme — die Verdiinnung beriick-
sichtigende Transformation (IX.10) und (IX.11) in Frage, die dariiber hinaus
den Vorteil hat, da die Projektion in einen Unterraum des Hyperraumes er-
folgt und die einfachen Werkzeuge der linearen Algebra weiter benutzt werden
kénnen®. Die damit verbundenen M&glichkeiten und Probleme werden fiir die
PCA in [Bax92] (und den darin enthaltenen Referenzen) ausfiihrlich disku-
tiert, so dafl hier nicht darauf eingegangen wird. Aber auch bei Verwendung
der transformierten Daten bildet die Skalierung das Hauptproblem der PCA.
Daneben reagiert die genannte Transformation duflerst sensitiv auf die — we-
gen des Produktes J[7Z, z; notwendigen — Interpolationen von Nulldaten. Der
Haupteinsatzzweck der PCA, Gruppenstrukturen zu erkennen, mag durch die
Beriicksichtigung von Verdiinnungseffekten zwar verbessert werden, aber die
Dominanz von Datensatz-Singles bei der Festlegung der Hauptachsen bleibt
ebenso bestehen wie die Tatsache, daff auch durch die Transformation (IX.10)
und (IX.11) noch nicht die Prézision der Messungen mit beriicksichtigt wird.
Diese beiden Kernforderungen des Kapitels 1 an eine Methode zur Gruppierung
sind damit nach wie vor nicht erfiillt.

Beziiglich der Nulldatenproblematik gilt das gleiche auch fiir die Diskrimi-
nanzanalyse (DA), wenn sie in einer Hyperebene des Hyperraumes durchgefiihrt
wird. In [Ait86] wird sie ebenfalls fiir nach (IX.10) und (IX.11) transformierte
(logarithmierte) Daten vorgestellt, und sie ist auch fiir in eine Ebene projizierte
Rohdaten denkbar. lhre bereits in den Abschnitten 11.3 und I11.7 geschilderten
Probleme bleiben jedoch bestehen. Allgemein gilt, dafl auch iiber eine Histo-
grammdarstellung die Separation unterschiedlicher Scherbengruppen méglich
ist, die diskriminierenden Elemente konnen aus einem Balkendiagramm wie
beispielsweise Abbildung VIII.1 entnommen werden.

Die verlockendste Einsatzmoglichkeit fiir die Filter (VIL.1), (VIL2), (I1X.4)
und (IX.6) bietet sich bei der hierarchischen Clusteranalyse. Nach der Diskussi-
on im vorigen Abschnitt sind alle Filter auch als Un#dhnlichkeitsmafle brauchbar;
sie beriicksichtigen die Prézision der Daten, machen eine Skalierung der Rohda-
ten iiberfliissig und sind damit anderen Un&hnlichkeitsmafien gegeniiber weniger
empfindlich auf Outlier und Verdnderungen im Datensatz. Bereits im Abschnitt
IV.1 wurde darauf hingewiesen, daf} die Bildung von Kerngruppen ein Single
Linkage-Verfahren mit sehr niedriger Abschneidegrenze darstellt. Allgemein ist
dieses Verfahren jedoch zur Gruppierung weniger zu empfehlen als zur Detek-
tion von Singles (siehe z.B. [Pol86]), da bei der Suche nach “dhnlichen” Proben
immer nur vom Rand einer bereits gebildeten Gruppe aus gemessen wird und
nicht von deren Zentrum.

Im in dieser Arbeit vorgeschlagenen Gruppierungsverfahren (Abschnitt
IV.4) werden die Unidhnlichkeiten einiger Proben durch die allm#hliche Bil-
dung von Gruppen mit gréferen Streuungen schliefilich geniigend klein, so daf

®Dieser Ubergang ist fiir Rohdaten durch eine Projektion der Form x — x/ 27 z; eben-
falls moglich, was teilweise der Projektionslosung im Abschnitt VII.2.2 entspricht. Die im
folgenden angesprochenen Probleme von Skalierung und Nulldaten bleiben aber auch dann
bestehen.
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sie zur Gruppe hinzugefiigt werden. Die Gruppenmittelwerte und -streuungen
werden dabei bei jedem Schritt neu berechnet, die neu berechneten Streuungen
sorgen dabei fiir die Skalierung.

Das entsprechende Clusterverfahren ist die Centroid-Methode (siehe
[Sne73], [Wis84]), die aber zusitzlich die einmal gewihlte Metrik beibehilt und
damit keine Verringerung der Un#hnlichkeit iiber wachsende Streuung eines
Clusters erlaubt und dariiber hinaus noch den Nachteil hat, daf§ durch die Ver-
schiebung von Clustermittelpunkten die Monotonie der wachsenden Abstdnde
bei der Vereinigung zweier Cluster nicht gewahrt bleibt. Im Dendrogramm fiihrt
letzteres zu der verwirrenden Darstellung, dafl spitere Verbindungen zwischen
zwei Zweigen bei einer niedrigeren Undhnlichkeit erfolgen als friithere (Abbil-
dung X.1). Diese Abbildung zeigt einen Ausschnitt aus einem mit Centroid-
Verfahren erzeugten Dendrogramm des Langerwehe-Datensatzes, durchgefiihrt
mit d12\/I+P,o.K.,Verd,red als quadratischem “Abstands”maf. Da die MeBunsicher-
heiten fiir jedes Element fiir alle Proben nicht allzu unterschiedlich sind, wurde
die Diskrepanz zwischen idealen und tatsichlichen Verhiltnissen hier zur De-
monstration in Kauf genommen?.

Wie aus der Abbildung hervorgeht, liefert das Centroid-Verfahren aber ei-
ne andere Gruppierung als das Filterverfahren selbst. Dies ist darauf zuriick-
zufiithren, daf beim Filterverfahren ausgehend von einer bereits gebildeten
Gruppe alle anderen Proben als noch nicht gruppiert betrachtet werden. Hier
jedoch verbleiben einmal gruppierte Proben in ihrem Cluster. Dariiber hin-
aus kann beim (nicht monotonen) Centroid-Verfahren der Mittelpunkt eines
Clusters nidher bei einem anderen Cluster liegen als jede seiner Einzelpro-
ben. Ein dritter wesentlicher Unterschied, der beim ndchsten Beispiel noch
diskutiert wird, ist die iiber Gruppenstreuungen erfolgende Skalierung beim
Filterverfahren, die dazu fiihrt, dafi dort wihrend des Gruppierungsprozesses
die Undhnlichkeit der Proben von Clustermittelpunkten gréflerer Gruppen ab-
nimmt. Fiir verdiinnungskorrigierende Filter kommt bei allen etablierten hierar-
chischen Clusterverfahren noch dazu, dafi die Moglichkeit der Verdiinnungskor-
rektur innerhalb eines Clusters oder (wie beim Centroid-Verfahren) zum neuen
Clustermittelpunkt nicht moglich ist.

Weil das Centroid-Verfahren (wie die Ward-Methode auch) bei den mei-
sten etablierten Clusterprogrammen ein Mafi mit Abstandseigenschaft voraus-
setzt, sollten die Filter, insbesondere die verdiinnungskorrigierten, nur mit ei-
nem keine Abstandseigenschaft voraussetzenden Clusteralgorithmus verwendet
werden. Dann spielen nur die Undhnlichkeiten von Einzelproben und gegebe-
nenfalls ihre Mittelwerte bei der Berechnung einer Un#ihnlichkeit zwischen zwei
Clustern eine Rolle. Allgemein wird das bereits im Abschnitt 11.2.2 vorgestell-
te Average Link Verfahren favorisiert [Pol86]. Abbildung X.2 zeigt ein damit
erstelltes Dendrogramm des Langerwehe-Pingsdorf-Datensatzes unter Benut-
zung der verdiinnungskorrigierten Undhnlichkeit (VIL.2). Die Zuordnungen der

*In der “klassischen” hierarchischen Clusteranalyse jedoch werden nur die anfinglichen
Distanzen (oder Un&hnlichkeiten) zwischen den Einzelproben gespeichert. Damit koénnen
Abstédnde oder Unédhnlichkeiten zu den Zentren neu gebildeter Cluster nur dann berechnet
werden, wenn es sich um quadratische Abstdnde, nicht aber, wenn es sich nur um Dissimila-
rititen handelt, siehe Abschnitt 11.2.2.
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Abbildung X.1: Dendrogramm mit dl%/[-l—P,o.K.,red als Dissimilaritdtsmaf

Auszug aus einer mit dem Centroid-Verfahren erstellten hierarchischen Clusteranalyse des
Pingsdorf-Langerwehe-Datensatzes. Dargestellt ist der Bereich Pingsdorf J und Langerwehe 1 so-
wie verwandte Proben. Als Dissimilaritdatsmafl zwischen den einzelnen Proben wurde d§A+p’o_K_’red
(VIL.1) verwendet. Die Proben und ihre Gruppenzuordnung im Mahalanobis-Filterprozefl des Ab-
schnittes V.4 (siehe Anhang A.2, Tabelle A.2) sind an den einzelnen Zweigen angegeben. Wo (aus
Platzgriinden) nur eine Nummer steht, gilt der darunter stehende Fundort und die Gruppenbe-
zeichnung. Die gestrichelte Linie gibt die durch die CFA-Standards implizierte Abschneidegrenze
an (siehe Abschnitt 11.2.2). Besonderes Merkmal dieses Clusterprozesses ist die nicht vorhandene
Monotonie. Durch das Zusammenfiigen zweier Cluster bei einer bestimmten Undhnlichkeit kann
die Un&hnlichkeit dieses neu geformten Clusters zu einem weiteren Cluster geringer sein als die
jedes einzelnen der beiden urspriinglichen. Im Dendrogramm, wo die Héhe der Querverbindung die
Undhnlichkeit zwischen zwei sich vereinigenden Clustern angibt, fiihrt dies dazu, daf die nichste
Stufe der Vereinigung oft tiefer liegt als die vorhergehende, was zu einem gegeniiber den Abbildun-
gen in Abschnitt 11.2.2 ungewohnten und manchmal auch schwer zu interpretierenden Aussehen
des Dendrogramms fiithrt. Deshalb wird das Centroid-Verfahren meist vermieden.
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Abbildung X.2: Dendrogramm mit dl%/[-}-P,o.K.,Verd,red als DissimilarititsmaB

Auszug aus mit Average Linkage Algorithmus erzeugtem Dendrogramm, Pingsdorf-Langerwehe Da-

tensatz, verdiinnungskorrigierte Mahalanobisdistanz d{;,p o k. verd.rea (VII.2) als Dissimilaritéts-

maf. Eingezeichnet ist die von den CFA-Standards implizierte Abschneidegrenze (gestrichelte Li-
nie, siche Abschnitt 11.2.2). Alle davon geschnittenen Zweige sind einzeln bezeichnet, die in ihnen

enthaltenen Proben in der Tabelle A.2 des Anhanges A.2 angegeben. Die Bezeichnungen an den
einzelnen Zweigen geben die hauptsichlich darin enthaltene Gruppe aus dem Abschnitt VIL.3 an.
Die Gruppe Pingsdorf J verteilt sich auf J1, J2, J3 und JS. S1 — S8 kennzeichnen von der Ab-
schneidelinie geschnittene Zweige, die nur eine Probe enthalten, der Pfeil kennzeichnet die in J1
enthaltenen und zu Lgw | gehérigen Proben Lgw 12, 14 und 34. Auflerhalb des Bildes liegen einige

Singles sowie Ofenwandungen und CFA-Standards. Eine weitere Diskussion und ein Vergleich mit

den Ergebnissen aus Abschnitt VII.3 findet sich im Text.
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Einzelproben sind in Tabelle A.2 im Anhang A.2 gegeben. Gegeniiber der mit
dem Filterverfahren erzielten Gruppierung sind einige Unterschiede festzustel-

len, aber auch bemerkenswert viele Gemeinsamkeiten:

Die Gruppen b, d, k,1, m, H, K, R und S (als JS) werden mit je mindestens
2/3 ihrer beim Filterverfahren klassifizierten Mitglieder in einem Zweig
des Dendrogramms vereinigt.

Dabei sind die Gruppen b, d, und | “typenrein”. Keine Mitglieder von im
Filterverfahren anders gruppierten Proben liegen in den jeweiligen Zwei-
gen.

Die Gruppe L zerféllt in die Zweige L1 und L2. Werden diese mit dem
d-Zweig vereinigt, so sind (abgesehen von den Singles Ping 12 und Ping
62) in diesem Biischel nur und (abgesehen von Brhl 8 in J2) alle Proben
der Gruppen d und L enthalten.

Die Gruppe J zerfillt in mehrere Zweige (im wesentlichen J1, J2 und J3),
die (abgesehen von der Probe Ping 44 in JS) sich mit b, | und k und
einigen Singles ebenfalls zu einem grofien Biischel vereinigen.

Nur das Biischel JS enthilt nicht eindeutig nur zu einer Gruppe gehérige
Proben.

“KFremdklassifiziert” gegeniiber dem Filterverfahren sind

— Lgw 12, 14 und 34 (in J1 statt 1)
— Ping 69 (Single statt J)

— Lgw 18 (Single statt )

— Lgw 8 und 22 (in k statt 1)

— Brhl 8 (in J2 statt L)

— Lgw 6 und 36 (in J3 statt eigene Gruppe n)
— Lgw 38 (R statt Single)

— Lgw 45 (m statt H)

— Ping 64 (H statt Ping S)

— Ping 65 (K statt Single)

— Ping 10 (L1 statt dbrhl)

— Ping 12 und 62 (L1 statt Single)

Von insgesamt 132 dargestellten Proben sind nur 17 (bzw. 21, wenn der Zweig
JS mit betrachtet wird) in Widerspruch zum Filterverfahren gruppiert®. Die
hauptsichlichen Strukturen des Datensatzes werden wiedergegeben, es fehlt die
Trennung Brhl d — Pingsdorf L. Die Trennung Langerwehe k,| — Pingsdorf J

5Bei den 10 auf 142 fehlenden Proben handelt es sich um die klar trennbaren fiinf Ofen-
wandungen sowie die Proben Brhl 3a und 9T, Ping 41, Ping 27 und Ping 17 (Paffrath), die
alle (richtig) als Singles bzw. Ofenwandungsgruppe erkannt werden.
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ist nur vorhanden, wenn die Pingsdorfer Gruppe als in mehrere Teile gespalten
angenommen wird. Wird die Abschneidegrenze geringfiigig hoher gelegt, fallen
sogar Ping 69 (S1) und Lgw 18 (S2) noch in die jeweils richtigen Gruppen.

Die ermittelten Gruppen sind sicher nicht “richtiger” als die mit dem Filter
allein gebildeten: Sobald einer der Zweige (beispielsweise J1) als Referenzgrup-
penwert im Filterverfahren selbst verwendet wird, endet dies nach einigen Itera-
tionen in der Vereinigung der meisten Proben in einer groflien Gruppe. Die auch
aus archdologischen Griinden anzunehmende und durch J und 1 beim Filterver-
fahren zwischen Pingsdorf und Langerwehe gegebene Unterstruktur verschwin-
det. Dies kann als Hinweis auf die Uberlegenheit der Filtermethode gegeniiber
dem hierarchischen Clustern angesehen werden.

Das Beispiel illustriert mehrere Eigenschaften des hierarchischen Clusterns
und gleichzeitig auch die Unterschiede gegeniiber dem Filterverfahren. Es ist
klar, daB ein Grofiteil der Datensatzstruktur bei der Wahl eines geeigneten Dis-
similarititsmafes auch aus einem Dendrogramm zu ersehen ist. Mit wachsender
Dissimilaritit treten allerdings immer gréofiere Unterschiede zum Filterverfah-
ren zutage. Das kann erkldrt werden durch den Prozef§ des Vereinigens zweier
Cluster. Das von einer Gruppe ausgehende Filterverfahren betrachtet immer
alle anderen Proben als Einzelproben, unabhingig davon, ob diese schon einer
anderen Gruppe zugeordnet sind oder nicht. Dabei wird vom Gruppenmittel-
punkt und der Gruppenstreuung ausgegangen. Ist diese grofl genug, so werden
auch urspriinglich weit entfernt liegende Proben noch als dZhnlich aussortiert.
Diese iterative Skalierung ist sinnvoll bei Datensidtzen mit einer zu Beginn un-
bekannten natiirlichen Streuung der Daten. Ein hierarchischer Clusteralgorith-
mus dagegen stiitzt sich auf die zu Beginn gewidhlten festen Undhnlichkeiten
zwischen den Proben. Eine Vergréflerung der Streuung kann von keinem Al-
gorithmus in Betracht gezogen werden. Variablen (Elemente), deren natiirliche
Streuung gréBer ist als die in die Skalierung eingehende MefBunsicherheit einer
Einzelprobe, die beim Filterverfahren nur zu Beginn und hilfsweise der Ska-
lierung dient, werden damit noch als gruppenseparierend eingestuft®. Dariiber
hinaus sind mit wachsender Dissimilaritdt auch immer mehr Proben bereits in
irgendeinem Cluster gruppiert. Eine Umgruppierung zu einem anderen Cluster
ist nicht mehr moglich, weil nur noch die Cluster als Ganzes betrachtet werden.
Dies ist ein allgemeines Problem der hierarchischen Verfahren (siehe Abschnitt
11.2.2). Ein weiterer Schwachpunkt ist die Abschneidegrenze. Das in Abschnitt
11.2.2 vorgestellte Verfahren, iiber Standards oder Wiederholungsmessungen ei-
ne Grenze festzulegen, ist, wenn keine weiteren Anhaltspunkte gegeben sind
(wie im Abschnitt 11.2.2), eine sinnvolle Methode. Bei den hier vorliegenden
Daten vernachlissigt sie allerdings die Moglichkeit der unterschiedlich grofien

fFin Beispiel: Der MeBfehler von Fe ist kleiner als 3 % relativ und wird als 3% mini-
mal angenommen. Die Streuung von Fe in Lgw 1 betrigt 22 % relativ. Der Mef}fehler und
damit die anfingliche Skalierung, mit der die Einzelproben—Uné&hnlichkeiten berechnet wer-
den, ist damit nur ein unwesentlicher Beitrag in dieser Streuung. Er fihrt aber tber die
reine MeBfehler-Skalierung dazu, dafl sich in Fe unterscheidende Proben in unterschiedlichen
Zweigen wiederfinden: Die Proben Lgw 12, 14 und 34 weisen innerhalb Lgw | die héchsten
Eisenwerte auf und werden hier zunichst zusammen und dann mit zu J1 gruppiert (Pfeil in

I1).
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Cluster. Die sehr homogene Tonprobengruppe K wird bereits weit unterhalb
der durch die Standards vorgegebenen Abschneidegrenze geformt, der ebenfalls
im Datensatz klar zu erkennende Cluster Lgw m (siehe z. B. Abbildung I1.3)
erst oberhalb der Abschneidegrenze.

Zusammenfassend ist festzustellen, dafl eine hierarchische Clusteranalyse
mit einem Filter als UnihnlichkeitsmaB durchaus geeignet ist, einen Uberblick
iiber die Daten zu geben. Sehr dhnliche Proben und Singles sowie im vorgestell-
ten Fall auch Grobstrukturen (L und d einerseits und J, b, k und | andererseits)
kénnen erkannt werden. Die gelieferte Gruppierung entspricht aber nicht der
mit Filtermethoden erreichbaren und sollte daher nur als Anhaltspunkt oder
mit geringer Abschneidegrenze vielleicht als Ausgangspunkt fiir Kerngruppen
dienen, aber nicht unkritisch iibernommen werden.

Eines der Nachteile von hierarchischen Clusterverfahren ist die unwiderruf-
liche Zuordnung einer Probe zu einem Cluster (sieche auch Kapitel 11). Durch
die partitionierenden Verfahren kann in dieser Hinsicht eine Verbesserung des
Gruppierungsergebnisses erreicht werden. Die in Abschnitt 11.2.3 diskutierten
Verfahren gehen jedoch von der invarianten (Gesamtvarianz eines Datensatzes
und der moglichst guten Zerlegung in Zwischen- und Innergruppenvarianzen
aus, wobei die Punkte im Raum fest bleiben. Dabei kénnen Mefifehler aller-
dings nicht beriicksichtigt werden, dariiber hinaus erfordert ein solches Vorge-
hen ebenfalls ein Abstandsmaf}, in dem die Varianz berechnet werden kann.
Deshalb wurde darauf verzichtet, die geschilderten Filter mit einem partitionie-
renden Verfahren zu kombinieren. Eine Gesamtvarianz des Datensatzes spielt
im Filteralgorithmus keine Rolle. Dies ist einer der Griinde fiir Unabh&ngigkeit
von Singles und Datensatzinderungen. Eine MefBunsicherheiten beriicksichti-
gende Innergruppenvarianz zu definieren, die zusammen mit einer entsprechen-
den Zwischengruppenvarianz eine Invariante ergibt, ist bisher jedoch nicht ge-
lungen. Ein solcher Ansatz hitte dariiber hinaus, wie bereits im Abschnitt 11.2.3
erwihnt, den Nachteil einer fiir alle Gruppen ungefihr gleich angenommenen
Innergruppenvarianz, was bei den durch die Filter gebildeten Gruppen nicht
zutrifft (man vergleiche dazu die unterschiedlichen Streuungen der Gruppen in
den Tabellen A.4 und A.5 im Anhang A.3). Gewarnt werden muf} vor dem von
[Lam89] vorgeschlagenen Ansatz, statt Spur W die Summe der d12V1+P7 (Verd,) red
zu minimieren: Dies fiithrt zur Bildung von Gruppen mit grofien Streuungen und
somit groffem Sy, so daf allein dariiber die Abstdnde von Proben in Einheiten
der Streuungen und damit das d§/1+P,(Verd,)red moglichst gering werden.

Insgesamt bleibt iiber den Einsatz der Filter in den “konventionellen” Me-
thoden zu sagen, daB sie lediglich mit der hierarchischen Clusteranalyse sinnvoll
zu verwenden sind. Der dem verdiinnungskorrigierenden logarithmischem Filter
verwandte Ansatz von [Ait86] eignet sich dariiber hinaus fiir dimensionsreduzie-
rende Verfahren, beseitigt aber nicht die mit Nulldaten verbundenen Probleme.
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X.3 Ubersicht iiber die diskutierten Eigenschaften
aller Methoden

Anhand der Tabelle X.1 wird zum Abschluf ein Uberblick iiber die in dieser
Arbeit vorgestellten Gruppierungsmethoden und ihre Eigenschaften gegeben.
Zusammengestellt sind die wichtigsten im Kapitel II diskutierten “etablierten
Methoden” sowie die in dan Kapiteln 11l — VII eingefiihrten Filter. Separat
werden die nur durch die Verwendung von Filtern als Un#hnlichkeitsmafen
erhaltenen Eigenschaften der hierarchischen Clusteranalyse angezeigt. Die in
der Tabelle enthaltenen Zahlen 1) — 16) sollen den jeweiligen Eintrag niher
erliutern und bedeuten folgendes:

[

Sehr miithsam.
Mbglich, aber ohne gute Startwerte keine verldfilichen Krgebnisse.

[\

Nur, wenn geniigend viele Achsen dargestellt werden.
Vollstdndig automatisierbar, aber nicht empfohlen. (Die beschriebenen
Uberwachungs- und Entscheidungsméglichkeiten fallen sonst weg.)

w
e e e

o

()

Abhéngig vom Clusterverfahren.

Outlier sollten vorher aus dem Datensatz entfernt sein.

Nur gruppierte Proben beeinflussen die Analyse.

Bedeutet, ob das Gruppierungsergebnis stabil bleibt z. B. bei der Hinzu-
nahme neuer Proben.

-~ O
N~

o ¢)

9):  Nur fiir den gesamten Datensatz, ausgedriickt durch St.

10):  Annahme der gleichen Korrelationsstruktur fiir alle Gruppen.
11):  Gilt nicht fiir die in [Mom88] publizierte Fassung.

12):  Nur, wenn explizit darauf geachtet wird.

13):  Prinzipiell moglich, allerdings nicht erprobt.

14): Interpolation hdngt vom Algorithmus ab. Nicht konsistent, wenn

verschiedene Methoden zusammen verwendet werden!
15):  Schwierig, da MeBunsicherheiten nicht beriicksichtigt werden.
16):  Abstandseigenschaft gemifi Abschnitt X.1.

Die Eintragungen der Tabelle gehen alle aus den Diskussionen in den je-
weiligen Kapiteln hervor. Je nach Zielsetzung kann aus der Tabelle die fiir ei-
ne Problemstellung “geeignetste” Form (oder Kombination) gefunden werden.
Wihrend fiir manche Labors die vollstindige Paketlésung durch Computerpro-
gramme den hochsten Stellenwert hat”, werden in Bonn die Filtermethoden
bevorzugt und unter den konventionellen Verfahren héchstens nach Moglichkei-
ten gesucht, die Daten abwechslungshalber in einer anderen Form darzustellen.
Die Vorteile gegeniiber anderen Gruppierungsmethoden bei der Herkunftsbe-
stimmung sind aus dieser Arbeit klar zu ersehen.

"Dies fithrt dann zu einer Verwendung von PCA oder CA, gegebenenfalls mit einer nach-

folgenden DA.
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Tabelle X.1: Uberblick iiber alle Gruppierungsmethoden und ihre Eigenschaften
Die Eintrige sind so gehalten, dafl ein “4+” jeweils eine wiinschenswerte Eigen-
schaft kennzeichnet. Einklammerung bedeutet Abschwichung des Kintrags, die
Zahlen sind Bemerkungen, die im Text erklirt werden. Ein “F” in der Spalte
“HiCA” bedeutet, dafl nur bei der Verwendung von Filtern als Dissimilaritits-
maf} die entsprechende Eigenschaft vorhanden ist. Im Tabellenkopf bedeuten
“HiCA” und “PaCA” die hierarchische und partitionierende Clusteranalyse,
“Reine M-Filter” Mahalanobisfilter ohne Korrekturen, “alt” ist dabei die Mef-
fehler nicht beriicksichtigende Form aus Abschnitt 111.3, “+Mu” bedeutet Ein-
beziehung von MefBunsicherheiten. “Vff” kennzeichnet den “alten” [Mom88§]
Verdiinnungsfaktorfit (Abschnitt V.3), “M.-F.4+Verd.” den verdiinnungskorri-
gierten Mahalanobisfilter.

Option Direkter Konvent.Methoden Reine M-Filter  VAf M-F.+
Vergleich  PCA HiCA PaCA DA (alt) (+Mu)  (alt) Verd.

Bildung (+) 1) + + -)2) - - + + +

von Gruppen

Zuweisung von + + + + + + + 4 +

Einzelproben

Darstellung der + (+)3) + - + + 4 + +

Gruppenseparation

Computer- - + + + + + (+)4) (+H)4)  (+)4)

unterstiitzt

Keine Reska- + mindestens Logtrf. + + + + +

lierung notig F

Keine Storung + - (+)5) (-)6) +7) + + + +

durch Outlier

Datensatzinderung | + - - - - + + + +

problemlos 8)

Korrelationen (+) 1) +9) - ()1  +10) + + +11)  +

Verdiinnungen (+) 12) - F - - - - + +

andere Ander. des - - (F)13) - - _ _ _ +

Konz.-Musters

Mefprézision + - F - - - + + +

Nulldaten + AW @ O OM + 4+ o

Erkennung von + - - - - (+)15)  + + +

Kontaminationen

Nur fiir Filter:

Symmetrie + + - +

Abstand 16) 4+ - - _
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Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden mathematische Methoden entwickelt, um anhand von
Multielementanalysedaten archiologischer Keramik diese in Gruppen gleicher
Herkunft oder Rezeptur einzuteilen und Stiicke unbekannter Provenienz einer
der Gruppen unter Umstidnden zuzuordnen und damit deren Herkunft zu be-
stimmen. Dabei wird nicht mit etablierten Gruppierungsverfahren gearbeitet,
die fiir allgemeinere Zwecke gemacht sind.

Vielmehr wird vom direkten Vergleichen der Daten ausgegangen, wobei die
Signifikanz einer Differenz zwischen zwei Zahlen von Anfang an iiber die Me8-
fehler und iiber die natiirliche Streuung der Anteile verschiedener Komponenten
in einer Keramikgruppe kontrolliert werden kann. Dies fiihrt auf den bekannten
x?-Test. Einfache Modifikationen erlauben zudem noch, spezielle material- und
meBspezifische Probleme, unter denen der Verdiinnungseffekt das wichtigste ist,
zu beriicksichtigen, was auf eine wesentlich bessere Irennung von Referenzmate-
rial und Zuweisung zu diesem Material fiihrt. Dariiber hinaus bietet die Metho-
de den Vorteil, keine “idealen Daten” zu fordern. Fehlerhafte Werte kénnen, da
die Daten im Gegensatz zu den meisten “etablierten” Methoden nicht transfor-
miert werden miissen und der Gruppierungsablauf zu jedem Zeitpunkt transpa-
rent bleibt, erkannt und korrigiert werden, nicht vorhandene Einzelwerte stéren
— im Gegensatz zu vielen etablierten Verfahren — die Gruppierung nicht.

In der Zukunft wire es wiinschenswert, die theoretisch etablierten Metho-
den (etwa den 2-Komponenten-Ansatz des Kapitels VI) an geeigneten prak-
tischen Datensdtzen auf seine Brauchbarkeit zu testen. Die in dieser Arbeit
entwickelten korrigierfihigen Filterverfahren eignen sich auch, um die analyti-
schen Moglichkeiten der letzten Jahre, beispielsweise Diskrimination iiber Iso-
topengehalte oder die Bestimmung von nahezu allen Elementen des Perioden-
systems ohne vorherige Probenaufbereitung (iiber Laser wird ein Teil der festen
Probe verdampft und in die Flamme eines ICP-Gerites eingefiihrt), zur Her-
kunftsbestimmung heranzuziehen, selbst wenn wihrend der Entwicklung dieser
Methoden noch nicht alle Parameter konstant gehalten werden kénnen. Gera-
de die Feststoff-ICP 148t hoffen, dafl die bisher fiir die Herkunftbestimmung
favorisierte Neutronenaktivierungsanalyse oder die in der Probenaufbereitung
aufwendige Réntgenfluoreszenzanalyse irgendwann iiberfliissig werden und die
Analyse von mehr als 100 Scherben taglich méglich wird.
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Anhang A

Proben- und Gruppenlisten

A.1 Probenliste des Testdatensatzes

Die folgende Tabelle ist ein Auszug aus den (in dieser Arbeit weniger wichtigen)
vollstindigen Listen der Probenbeschreibungen, die in [Pro93] enthalten sind®.
In dieser Arbeit werden archdologische Probenbeschreibungen nur verwendet,
soweit sie fiir eine Aussage der Arbeit selbst von Bedeutung sind. Die Bezeich-
nung der Ofen fiir die Langerwehe-Proben entspricht dabei der in [Jur88]. Die
Pingsdorf-Proben 1 — 34 entstammen der Grabung am Friedhof 1991 und sind
mit Befund-Nrn gekennzeichnet, die Proben 42-79 der Grabung am Burgpfad
1976 (etwa 500 m) entfernt, die Nummern sind Bezeichnungen des Rheinischen
Landesmuseums. Die Tonproben Ping 35 — 40 sind aus der Grabung 1991. Die
“Testproben” Ping 17,21,41 sind Lesefunde entweder von Herrn Sanke oder
dem Verfasser selbst, bei ihnen ist der Fundort angegeben. Paffrath liegt bei
Bergisch Galdbach, Brunssum in der niederldndischen Provinz Siidlimburg und
Wipperfiirth im Bergischen Land am Oberlauf der Wupper. Brunssum und
Paffrath waren selbst bedeutende Topfereizentren, so dafl eine dort aufgelesene
Scherbe wahrscheinlich lokal gefertigt ist. Simtliche Pingsdorfer und Langerwe-
her Scherben sind ins Mittelalter zu datieren (9. — 13. Jahrhundert).

Die Briihler Scherben (Freilichtmuseum Kommern) sind aus verschiedenen
Fundstellen in der Béningergasse und der Uhlstrafe in Briihl. Die beiden Bonner
Scherben waren urspriinglich in einem anderen Datensatz enthalten [Mom91c]
und sind hier nur wegen der auffallenden Ahnlichkeit der Muster mit einigen
Langerwehe-Proben mit hinzugenommen worden. Sie sind rémerzeitlich und
damit etwa 1000 Jahre dlter als alle anderen im Datensatz enthaltenen Stiicke.

Die Gefdbeschreibungen sind unter archidologischen Gesichtspunkten sicher
unvollstindig und dienen nur als Anhaltspunkt, oft ist vom Gefafl nur ein kleiner
Rest erhalten.

'Die vollstandigen Beschreibungen wurden angefertigt von Dr. A. Jiirgens, Rhein. Amt fiir
Bodendenkmalpflege, Bonn (Lgw 1 — 50), Herrn M. Sanke, Bonn (Ping 1-40, Ping 42-79), und
Frau Dr. Hihnel, Kommern, (Briithl 1 —9). Fiir Bonn 106 und 116 sind die Beschreibungen in
[Mom91c] enthalten.
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Tabelle A.1: Auszug aus den Probenbeschreibungen des Testdatensatzes

Lgw 1 Ofen 1 Kugeltopf

Lgw 2 Ofen 1 Tonplatte

Lgw 3 Ofen 1 Ofenwand

Lgw 4 Ofen 1 Kugeltopf, Fehlbrand
Lgw 5 Ofen 1 Kugeltopf

Lgw 6 Ofen 1 grofles Vorratsgefif
Lgw 7 Ofen 1 grofles Vorratsgefif
Lgw 8 Ofen 1 Vorratsgefifl

Lgw 9 Ofen 1 grofles Vorratsgefif
Lgw 10 Ofen 1 Kugeltopf

Lgw 11 Ofen 2 grofles Vorratsgefafl
Lgw 12 Ofen 2 grofles Vorratsgefif
Lgw 13 Ofen 2 grofles Vorratsgefif
Lgw 14 Ofen 2 grofles Vorratsgefif
Lgw 15 Ofen 2 grofie Flasche

Lgw 16 Ofen 2 Kugeltopf

Lgw 17 Ofen 2 Kugeltopf

Lgw 18 Ofen 2 Kugeltopf

Lgw 19 Ofen 2 Kugeltopf

Lgw 20 Ofen 2 Ofenwand

Lgw 21 Ofen 3 Kugeltopf

Lgw 22 Ofen 3 Kugeltopf

Lgw 23 Ofen 3 Kugeltopf

Lgw 24 Ofen 3 Kugeltopf

Lgw 25 Ofen 3 Kugeltopf

Lgw 26 Ofen 3 Vorratsgefafl

Lgw 27 Ofen 3 Kugeltopf

Lgw 28 Ofen 3 Kugeltopf

Lgw 29 Ofen 3 Kugeltopf

Lgw 30 Ofen 3 Ofenwand

Lgw 31 Ofen 4 Tiillenkanne (?)
Lgw 32 Ofen 4 Kugeltopf

Lgw 33 Ofen 4 grofles Vorratsgefif
Lgw 34 Ofen 4 Kugeltopf

Lgw 35 Ofen 4 Kugeltopf

Lgw 36 Ofen 4 Schale, Fehlbrand
Lgw 37 Ofen 4 grofles Vorratsgefif
Lgw 38 Ofen 4 Becher, Fehlbrand
Lgw 39 Ofen 4 Ofenwand

Lgw 40 Ofen 4 Kugeltopf
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Tabelle A.1, Fortsetzung

Lgw 41
Lgw 42
Lgw 43
Lgw 44
Lgw 45
Lgw 46
Lgw 47
Lgw 48
Lgw 49
Lgw 50

Ping 1
Ping 2
Ping 3
Ping 4
Ping 5
Ping 6
Ping 7
Ping 8
Ping 9
Ping 10
Ping 11
Ping 12
Ping 13
Ping 14
Ping 15
Ping 16
Ping 17
Ping 18
Ping 19
Ping 20
Ping 21
Ping 22
Ping 23
Ping 24
Ping 25
Ping 26
Ping 27
Ping 28
Ping 29

Ofen 5
Ofen 5
Ofen 5
Ofen 5
Ofen 5
Ofen 5
Ofen 5
Ofen 5
Ofen 5
Ofen 5

Bef.
Bef.
Bef.
Bef.
Bef.
Bef.
Bef.
Bef.
Bef.
Bef.
Bef.
Bef.
Bef.
Bef.
Bef.
Bef.

22-2
22-2
22-2
22-2
22-2
22-29
22-29
22-29
22-29
23-2
23-2
23-2
23-2
23-2
23-2
232

Lesefund

Bef.
Bef.
Bef.

23-22
23-22
23-22

Lesefund

Bef.
Bef.
Bef.
Bef.
Bef.
Bef.
Bef.
Bef.

262
262
262
262
45-3
45-3
45-3
45-3

200

Kugeltopf

Tiillengefafl, Fehlbrand

Kugeltopf, Fehlbrand

Becher

Ofenwand, spiteres Reparaturstiick
Kugeltopf

Vorratsgefifl

Kugeltopf

grofles Vorratsgefif

Kugeltopf, Fehlbrand

bauchiger Topf

Wandscherbe

Wandscherbe

Wandscherbe

Wandscherbe

Randscherbe

Randscherbe m. Bandhenkel
Bandhenkel

Randscherbe

Randscherbe

Wandscherbe

Wandscherbe

Wandscherbe

Randscherbe m. Bandhenkel
Bandhenkel

Randscherbe

Kugeltopf, Paffrath, “Testscherbe”
Randscherbe

Wandscherbe

Wandscherbe

Wandscherbe, Brunssum, “Testscherbe”
Oberteil Amphore (Vorratsgefif)
Randscherbe

Randscherbe v. Tiillenkanne
Ofenwandung

Bodenscherbe

Randscherbe

Randscherbe

Bodenscherbe



Tabelle A.1, Fortsetzung

Ping 30
Ping 31
Ping 32
Ping 33
Ping 34
Ping 35
Ping 36
Ping 37
Ping 38
Ping 39
Ping 40
Ping 41
Ping 42
Ping 43
Ping 44
Ping 45
Ping 46
Ping 47
Ping 48
Ping 49
Ping 50
Ping 51
Ping 52
Ping 53
Ping 54
Ping 55
Ping 56
Ping 57
Ping 58
Ping 59
Ping 60
Ping 61
Ping 62
Ping 63
Ping 64
Ping 65
Ping 66
Ping 67
Ping 68
Ping 69

Bef. 45-3
Bef. 45-3
Bef. 45-12
Bef. 45-12
Bef. 45-12

Lesefund

Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.
Inv.

76.1895
76.1895
76.1895
76.1895
76.1895
76.1895
76.1895
76.1895
76.1895
76.1898
76.1898
76.1901
76.1901
76.1903
76.1903
76.1904
76.1904
76.1905
76.1905
76.1905
76.1905
76.1905
76.1906
76.1907
76.1907
76.1907
76.1912
76.1912
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Bodenscherbe

Bandhenkel

Wandscherbe

Randscherbe v. Schiissel

Randscherbe v. Schiissel

bei 750° gebrannter Ton, Rohmaterial = Ping40

bei 880° gebrannter Ton, Rohmaterial = Ping 40

bei 1010° gebrannter Ton, Rohmaterial = Ping 40

bei 1130° gebrannter Ton, Rohmaterial = Ping 40

bei 1250° gebrannter Ton, Rohmaterial = Ping 40
ungebrannter, tépferfertiger Rohton, archiolog. geborgen
Wandscherbe Typ Pingsdorf, bei Wipperfiirth aufgelesen

Oberteil v. Zweihenkelflasche
Oberteil v. Zweihenkelflasche
Oberteil v. Zweihenkelflasche
Randscherbe v. Walzenbecher
Oberteil v. Zweihenkelflasche
Oberteil v. Zweihenkelflasche
Oberteil v. Zweihenkelflasche
Randscherbe v. Walzenbecher
Randscherbe v. Walzenbecher
Oberteil v. Tiillenkanne

Randscherbe v. Walzenbecher
Randscherbe v. kugeligem Becher
Randscherbe v. Kugeltopf
Randscherbe v. Tiillenkanne
Randscherbe

Randscherbe v. Kugeltopf
Randscherbe v. Kugeltopf
Randscherbe v. Ofenkachel
Randscherbe v. Kugeltopf
Randscherbe v. Tiillenkanne
Randscherbe v. Tiillenkanne
Randscherbe v. Tiillenkanne
Randscherbe v. Tiillenkanne
Randscherbe v. kugeligem Becher
Randscherbe v. kugeligem Becher
Randscherbe

Randscherbe v. Kugeltopf
Randscherbe v. Kugeltopf



Tabelle A.1, Fortsetzung

Ping 70 Inv. 76.1912 Randscherbe v. Kugeltopf

Ping 71 Inv. 76.1912 Randscherbe v. Kugeltopf

Ping 72 Inv. 76.1915 Randscherbe v. Tiillenkanne

Ping 73 Inv. 76.1876 Randscherbe v. Walzenbecher

Ping 74 Inv. 76.1876 Randscherbe v. Walzenbecher

Ping 75 Inv. 76.1879 Randscherbe v. Walzenbecher

Ping 76 Inv. 76.1879 Randscherbe v. Walzenbecher

Ping 77 Inv. 76.1901 Krug Typ Siegburg, aus Ofenziigen von Ofen 1
Ping 78 Inv. 76.1901 2. Beprobung von Ping 77

Ping 79 Inv. 76.1908 dhnlicher Krug wie Ping 77, aus Ofenz. v. Ofen 1
Brhl 1 kleine Amphore, 13 Jh.

Brhl 2 kleiner Krug, engobiert, Ende 13. Jh.

Brhl 3 kleiner Grapen, engobiert, Ende 13. Jh.

Brhl 3a Oberfliche von Brhl 3

Brhl 4 kleiner Krug, 14 Jh.

Brhl 5 kugeliger Becher, geflammte Oberfliche, 15. Jh.
Brhl 6 kleiner Krug, geflammte Oberfliche, 15. Jh.
Brhl 7 grofler schlanker Krug, geflammt, 15. Jh.

Brhl 8 Schiissel, 15 Jh.

Brhl 9T Tonprobe “aus dem alten Klostergarten”

Bonn 106 Inv. 83-1235-30 “Haltern Typ 577

Bonn 116 Inv. 83-1235-30 “Haltern Typ 58”

CFA 2-10 NBS-Standardmaterial (siehe [Mom91a])

Die fiir alle Proben ermittelten einzelnen Konzentrationsmefiwerte werden in

dieser Arbeit nicht mit angegeben, da die 30 x 151 in iibersichtlicher Form
darzustellenden Zahlen den Umfang der Arbeit erheblich vergrofiern wiirden.
Sie sind aber auf den Datenbanken des Institutes fiir Strahlen- und Kernphysik
enthalten und auf Wunsch jederzeit verfiigbar.
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A.2 Ubersicht iiber die Gruppierungsergebnisse

In diesem Anhang sind die Gruppierungen der einzelnen Proben des Pingsdorf-
Langerwehe-Beispieldatensatzes fiir die wichtigsten im Hauptteil geschilderten
Verfahren angegeben. Die Unterteilung erfolgt nach “konventionelle Methoden”
(Kapitel IT), den Mahalanobisfiltern (ohne Verdiinnungskorrektur, Kapitel 1V),
und den verdiinnungsfaktorkorrigierten Mahalanobisfiltern (Kapitel VII und
das Dendrogramm in Kapitel X). Einige Proben sind in einer Reihe von Histo-
grammabbildungen (Abbildungen V.3, VII.1 und VIIL.18) enthalten und dort
mit Einzelbuchstaben versehen. Diese Buchstaben sind in der Spalte “Probe”
direkt hinter der Probenbezeichnung in Klammern angegeben. Im einzelnen
bedeuten die Eintrdge in den einzelnen Spalten der Tabelle A.2 folgendes:

Konventionelle Methoden

e PCA (Abschnitt I11.1.2, Abbildung I1.3):
Die Buchstaben entsprechen denen der Abbildung, nur die dort bezeich-
neten Proben sind auch markiert, alle anderen liegen entweder in der
Hauptwolke oder sind bei der PCA nicht beriicksichtigt worden (CFA-
Proben, durch“~” gekennzeichnet).

e Hierarchisches Clustern, “Average Link”-Methode (Abschnitt 11.2.2, Ab-
bildungen I1.4 und I1.5):
Fiir jede Probe ist das in einer der beiden Abbildungen entsprechend ge-
kennzeichente “Biischel” angegeben. .1 und L2 enthalten hauptsédchlich
Proben aus Langerwehe, P1 und P2 hauptsdchlich Proben aus Pingsdorf,
S kennzeichnet Singles, P Paffrath und O die Ofenwandungen.

e Hierarchisches Clustern, “Single Link”-Methode (Abschnitt 11.2.2, Abbil-
dung 11.6):
Buchstaben und Zahlen entsprechen der Abbildung. Dabei kennzeichnen
die Buchstaben O,P und m die gleichen Proben wie auch bei der PCA.
Proben im Hauptbiischel sind nicht weiter bezeichnet.

e Hierarchisches Clustern, “Ward”-Methode (Abschnitt 11.2.2, Abbildung
11.7):
Angegeben ist die gegeniiber der Einteilung in Abbildung 11.7 verfeinerte
Gruppierung mit A11, A12, A13, A21, A22, B’ und B.

e Partitionierendes Verfahren, Relocation mit Spur W (Abschnitt, 11.2.3,
Abbildung I1.1):
Die nicht an der Relocation beteiligten Proben (die Paffrather Probe und
die CFA-Proben) sind durch “=” in der entsprechenden Spalte markiert.
Sie wurden aber, um konsistent zu bleiben, mit zur Reskalierung des Da-
tensatzes benutzt. Proben, die in einem der beiden ausgefiihrten lterati-
onsschritte die Gruppe wechseln, sind durch Angabe der Zielgruppe und
(in Klammern) den Iterationsschritt, bei dem dies passiert, gekennzeich-
net.
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e Diskriminanzanalyse (Abschnitte 11.3 und I11.7, Abbildung I1.8):
Angegeben ist jeweils das Quantil der F-Statistik (in %), das dem ent-
sprechenden Wert von II1.8 entspricht. Weist die Probe einen h&heren
Wert (grofiere Zugehorigkeitswahrscheinlichkeit) zu einer anderen Grup-
pe auf (ausgefiillte Punkte in Abbildung I1.8), wird dieser Wert und die
Gruppenbezeichnung in Klammern mit angegeben.

Filterverfahren

e Kerngruppen:

Angegeben sind die Ergebnisse der Kerngruppenbildung des véllig un-
gruppierten Datensatzes bei einer Annahme eines minimalen Mefifehlers
von 3%, 4% und 5% (siehe Abschnitt 1V.1). Gleiche Zahlen bedeuten glei-
che Kerngruppen, um die gebildeten Gruppen identifizieren zu kénnen,
wurden — soweit moglich — in allen sechs Kerngruppenbildungen gleiche
Zahlen fiir gleiche Gruppen verwendet. Da bei Verdiinnungsfaktorberiick-
sichtigung oder grofieren Fehlern eine Kerngruppe oft die Proben mehre-
rer Kerngruppen eines Bildungsprozesses mit kleineren Fehlern oder ohne
Verdiinnungsfaktorberiicksichtigung umfaft, sind nicht alle Zahlen iiberall
vertreten (beispielsweise fallen die Gruppen 1 und 3 bei grofieren Fehlern
zusammen).

e Endgruppen:

Angegeben sind die aus dem Gruppierungsverfahren (Abschnitt 1V.4) er-
haltenen Endgruppierungen. Gleiche Buchstaben bedeuten gleiche Grup-
pen. Die angegebene Endgruppenbezeichnungen der Mahalanobisfilter mit
Verdiinnungskorrektur durch Buchstaben entspricht der internen Bezeich-
nung dieser Gruppen innerhalb der Datenbanken des ISKP, dabei gilt in
diesem Fall die Konvention, dafl zuerst aus Scherben aus Bonn oder Pings-
dorf gebildete Gruppen durch grofle, zuerst aus Scherben aus Langerwehe
oder Briihl gebildete Gruppen durch kleine Buchstaben gekennzeichnet
werden. Fiir die Ergebnisse der Mahalanobisfilter ohne Korrektur wurden
i, j und M als zusidtzliche Buchstaben verwendet, die nicht internen Be-
zeichnungen entsprechen. [, und M lassen sich zu LM zusammenfassen,
eine Probe (Ping 11) ist nur dann Mitglied dieser Gruppe.

In der Spalte “Vf.” ist der Verdiinnungsfaktor der Proben zum Mittel-
punkt der Gruppe angegeben, welcher die Probe letztendlich zugewiesen
wurde. Bei ungruppierten Proben ist diese Spalte frei.

Die CKFA-Proben wurden fiir die endgiiltigen Gruppierung nicht weiter
bearbeitet, da sie ohnehin eine homogene Gruppe formen. Beiden Filter-
verfahren vergleichbare Werte sind aber in [Mom91a] enthalten.

e Hierarchisches Clustern (HCA) mit Filter als Dissimilaritdtsmaf8, “Avera-
ge Link” Methode als Clusterkriterium (Abschnitt X.2, Abbildung X.2),
letzte Spalte der Tabelle:

Angegeben sind die Zugehorigkeiten der einzelnen Proben zu den in der
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Abbildung bezeichneten Zweigen. Die drei Langerwehe-Proben (im Clu-
ster J1 in der Abbildung durch Pfeil kenntlich) sind hier nicht extra ge-
kennzeichnet. Proben, die in dieser Spalte einen “—” aufweisen, liegen
auflerhalb des Bildes in Abbildung X.2 und sind entweder CFA-Standard,
Ofenwand oder Singles.

Mefireihen (“Runs”)

Eine Mefireihe (“Run”) ist ein Satz von Proben, der gleichzeitig mit einigen
Standards bestrahlt und dann ~y-spektroskopisch vermessen wird. Die folgen-
de Erginzung zur nachfolgenden Tabelle gibt mittels der Bestrahlungstermine
einen Uberblick iiber den Bearbeitungszeitraum des Testdatensatzes. Um nicht
durch sogenannte “Batch-Differenzen” zwischen verschiedenen Mefireihen eine
Gruppierung vorgetiuscht zu bekommen, sollte eine Gruppe immer durch Pro-
ben mehrerer Runs gebildet werden (siehe Kapitel VIII).

Tabelle A.2: (Erginzung) Bestrahlungstermine der einzelnen Runs.
Run Datum Run Datum Run Datum Run Datum
K001 | 19.12.84 || O003 | 16.08.91 | O015 | 08.05.92 || 0023 | 23.10.92
K002 | 19.07.85| ©O009 | 22.11.91 || O018 | 03.07.92
K003 | 15.11.85 || O010 | 29.11.91 || O019 | 08.08.92
NOO8 | 14.12.90 || O012 | 28.02.92 || 0022 | 16.10.92
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Tabelle A.2: Gruppierungsergebnisse der verschiedenen Analyseverfahren.

Zur Erklirung der Eintrige siehe die vorhergehende Erliuterung.

konventionelle Methoden

Mahalanobis-Filter

mit Verdiinnungskorr.

Probe Run PCA Hier.CA Part.CA Diskr.Anal. Kerngruppen  End- | Kerngruppen End- V. HCA
AL SL  Wa (Reloc.) 3% 4% 5% grp. | 3% 4% 5% grp. (AL)
Lgw 1 (5) 0015 P1 All 96.5 17 H 1.05 H
Lgw 2 0015 S2a 4 Al3 1.34 S7
Lgw 3 0015 O O O 0 77.4 0 ) 0.95 -
Lgw 4 0015 m L1 m Al2 53.7 m m 1.08 m2
Lgw 5 0015 m L1 m Al2 46.3 m m 0.99 ml
Lgw 6 0015 P1 All 75.0 14 14 14 n 096 J3
Lgw 7 0015 P1 All 62.7 J 4 J 096 J3
Lgw 8 0015 L2 A22  Al(2) 3.66 (21.5, A2) 1 j 1 1.06 k
Lgw 9 0018 m L1 m Al2 67.2 m 18 18 18 m 098 ml
Lgw 10 0018 m L1 m Al2 81.2 m 18 18 18 m 1.07 ml
Lgw 11 0018 L2 A21 36.2 1 1 1 k 1 1 1 k 0.94 k
Lgw 12 (j) | O018 L2 A22 58.6 2 1 2 4 1 .01 J1
Lgw 13 0018 m L1 m Al2 62.4 m 18 m 098 ml
Lgw 14 (o) || O018 L2 A22 79.8 2 2 2 1 2 2 4 1 098 J1
Lgw 15 0018 L1 17 A13 17.7 m 092 ml
Lgw 16 (n) || O018 L2 A22 88.1 1 1 1 1 0.96 1
Lgw 17 0018 L2 A21 38.2 1 1 1 k 1 1 1 k 0.97 k
Lgw 18 0018 L1 A13 68.5 1 1.10  S2
Lgw 19 (u) || O018 L2 A22 62.2 1 1 3 1 1 0.96 1
Lgw 20 0018 0O O O 0 31.7 ) ) 1.09 -
Lgw 21 0018 L2 A22 0.84 3 1 1 3 1 1 0.90 1
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Tabelle A.2, 1. Fortsetzung

konventionelle Methoden Mahalanobis-Filter mit Verdiinnungskorr.
Probe Run PCA Hier.CA Part.CA Diskr.Anal. Kerngruppen  End- | Kerngruppen End- Vf. HCA
AL SL  Wa (Reloc.) 3% 4% 5% grp. | 3% 4% 5% grp. (AL)

Lgw 22 0018 L2 A21 5.79 (7.51, A1) 1 1 1 1 0.97 k
Lgw 23 0018 L2 A22 41.8 3 3 1 1 3 3 1 1 0.95 1
Lgw 24 0018 L2 A22 21.5 3 3 1 1 3 3 1 1 0.95 1
Lgw 25 0018 L2 A22 60.2 3 1 1 3 3 1 1 1.00 1
Lgw 26 0018 L2 A21 97.9 3 1 1 3 1 1 0.92 1
Lgw 27 0018 L2 A22 67.0 3 1 1 3 3 1 1 0.98 1
Lgw 28 0018 L2 A22 48.5 3 1 1 3 3 1 1 0.98 1
Lgw 29 0018 L2 A22 68.5 3 1 1 3 3 1 1 1.04 1
Lgw 30 0018 0O O O 0O 99.7 0 0 0.98 -
Lgw 31 0018 L2 A21 71.3 1 k 1 k 1.00 k
Lgw 32 0018 L2 A21 69.5 1 1 1 k 1 1 1 k 0.95 k
Lgw 33 0018 L2 A21 99.7 1 1 k 1 1 k 0.97 k
Lgw 34 (m) || O019 L2 A22 71.1 1 4 1 0.95 J1
Lgw 35 0019 L2 A22 81.2 3 1 i 3 1 1 1.08 1
Lgw 36 0019 P1 All 98.2 14 J 14 14 n 1.02 J3
Lgw 37 0019 L2 A21 67.3 1 1 3 1 1 0.95 1
Lgw 38 (r) 0019 L2 15 A21 39.2 R
Lgw 39 0019 0 0O O 0 32.9 ) o) 0.98 -
Lgw 40 0019 L1 A22 58.2 3 1 i 3 1 1 1.07 1
Lgw 41 (a) || O019 L2 A22 72.4 1 1 1 1 0.95 1
Lgw 42 0019 P1 All 29.2 H 0.98 H
Lgw 43 0019 L2 A22  AI(1) 128 1 1 1.12 1
Lgw 44 0019 L2 19 A22 42.7 Sh
Lgw 45 0019 L1 18 A13  A2(1) 1.60 H 1.01 m2
Lgw 46 0019 L1 A22 78.8 3 1 1 3 3 1 1 1.05 1
Lgw 47 0019 m L1 m Al2 98.8 m 18 18 m 099 ml
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Tabelle A.2, 2. Fortsetzung

konventionelle Methoden

Mahalanobis-Filter

mit Verdiinnungskorr.

Probe Run PCA Hier.CA Part.CA Diskr.Anal. Kerngruppen  End- | Kerngruppen End- Vf. HCA
AL SL  Wa (Reloc.) 3% 4% 5% grp. | 3% 4% 5% grp. (AL)
Lgw 48 0019 L1 A22 89.6 1 1 3 1 1 1.06 1
Lgw 49 0019 P1 A13 7.39 (194, A2) j 1 k 1.08 k
Lgw 50 0019 P1 A13 98.9 j 1 k 1.11 k
Ping 1 0009 S2a 8 Al13  A2(1) 5.37 (8.71, Al) 1 11 4 J 0.89 J3
Ping 1W 0009 P1 All 75.5 11 J 4 J 1.04 J3
Ping 2 0009 S2a 3 Al3 7.42 S4
Ping 3 0009 P1 A13 99.2 J 4 J 1.03  J3
Ping 4 0009 P1 All 59.6 10 10 J 0 4 J 1.06 J3
Ping 5 0009 P1 All 90.8 11 11 J 1 4 J 099 J3
Ping 6 0009 P1 All 98.2 11 11 J 1 4 J 1.02  J3
Ping 7 0009 P1 All 84.0 11 11 J 1 11 4 J 1.00 J3
Ping 8 (h) || ©009 P1 All 69.4 J 4 J 1.05 J1
Ping 9 (1) || ©009 P1 All 95.2 1 11 J 1 4 J 097 J3
Ping 10 0009 S3a 14 B’ 38.2 d d 1.02 L1
Ping 11 0010 P2 B 52.4 15 LM 15 8 L 095 L1
Ping 12 0010 P2 B 70.8 L1
Ping 13 0010 P2 B 69.2 15 L 8 L 1.04 L1
Ping 14 0010 P1 All 48.1 16 R 16 R 1.00 R
Ping 15 0010 P2 B 57.4 15 L 15 8 L 1.00 L1
Ping 16 0010 P1 All 69.9 16 R 16 R 1.00 R
Ping 17 0010 P P 1 P - - -
Ping 18 0010 S3b 6 B 40.0 S6
Ping 19 0010 P2 B 16.1 15 L 19 8 L 1.01 L1
Ping 20 0010 P1 A13 10.9 L 19 8 L 1.10 L1
Ping 21 0010 P1 A13 49.9 S8
Ping 22 0010 P1 All 51.2 4 J 4 J 1.04  J1
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Tabelle A.2, 3. Fortsetzung

konventionelle Methoden

Mahalanobis-Filter

mit Verdiinnungskorr.

Probe Run PCA Hier.CA Part.CA  Diskr.Anal. | Kerngruppen  End- | Kerngruppen  End- Vf. HCA
AL SL  Wa (Reloc.) 3% 4% 5% grp. | 3% 4% 5%  grp. (AL)
Ping 23 (w) || 0010 P1 All 79.1 J 11 4 J 1.07 J3
Ping 24 (i 0010 P1 All 89.5 12 4 J 11 4 J 1.02 J1
Ping 25 0010 0O O O 0O 97.4 0 0 1.01 -
Ping 26 (f) 0010 P1 All 87.6 12 4 J 11 4 J 0.99 J1
Ping 27 0010 S1 10 All 36.3 -
Ping 28 (x) || 0010 P1 All 10.8 4 4 4 J 4 4 4 J 1.01 J1
Ping 29 (v) || 0010 P1 All 68.3 4 4 4 J 4 4 4 J 0.99 J1
Ping 30 (z) || 0010 P1 All 89.2 J 4 J 0.93 J3
Ping 31 () || O010 P1 All 82.4 13 13 J 13 13 J 0.98 J1
Ping 32 (s) 0010 P1 All 86.4 13 13 J 13 13 J 0.99 J1
Ping 33 0010 P1 A13 30.1 J 1.09 J3
Ping 34 0010 L2 7 All A2(1) 33.0 S3
Ping 35 0010 P1 A13 39.3 5 5 5 K ba 5 5 K 1.01 K
Ping 36 0010 P1 A13 51.1 5 5 K 5b 5 5 K 1.00 K
Ping 37 0010 P1 A13 29.1 5 5 5 K ba 5 5 K 1.00 K
Ping 38 0010 P1 A13 26.5 5 5 K Bb 5 5 K 0.97 K
Ping 39 0010 P1 A13 60.9 5 K 5 5 K 1.00 K
Ping 40 0010 P1 A13 1.02 K K 1.01 K
Ping 41 0012 sS4 2 A21 B(1) 4.82 -
Ping 42 (a) || 0019 P1 All 82.6 6 6 4 6 11 4 0.98 J1
Ping 43 (b) || 0019 P1 All 96.8 6 6 4 6 11 4 1.00 J1
Ping 44 (q) || 0019 P1 All 53.8 0.99 JS
Ping 45 0019 P1 All 82.5 JS
Ping 46 (d) || 0019 P1 All 98.0 6 4 J 11 4 J 1.01 J1
Ping 47 (e) || 0019 P1 All 52.4 4 J 11 4 J 0.96 J1
Ping 48 (¢) || 0019 P1 All 66.8 6 6 4 J 6 11 4 J 1.01 J1




01¢

Tabelle A.2, 4. Fortsetzung

konventionelle Methoden Mahalanobis-Filter mit Verdiinnungskorr.
Probe Run PCA Hier.CA Part.CA Diskr.Anal. Kerngruppen End- | Kerngruppen End- Vf. HCA
AL SL  Wa (Reloc.) 3% 4% 5% grp. | 3% 4% 5% grp. (AL)
Ping 49 0019 P2 B 59.5 M 20 8 L 0.94 L2
Ping 50 0019 P2 B 13.9 8 8 M 8 8 8 L 0.94 L2
Ping 51 0019 P2 B 77.5 7 7 7 L 7 7 7 L 1.07 L2
Ping 52 0019 P2 B 66.1 8 8 8 M 8 8 8 L 0.96 L2
Ping 53 0023 P2 B 83.8 L 8 L 1.04 L2
Ping 54 (k) || 0©023 P1 All 46.5 4 J 4 J 1.02 J1
Ping 55 0023 P2 B 38.6 L 8 L 1.08 L2
Ping 56 0023 P2 B 88.6 7 7 7 L 7 7 7 L 1.04 L2
Ping 57 0023 P1 All 34.1 10 10 J 10 4 J 1.08 J3
Ping 58 (p) || 0022 P1 All 42.5 17 J 17 H 0.99 H
Ping 59 0022 P2 21 B 63.3 L 092 L1
Ping 60 0022 P2 B 94.8 L L 1.02 L1
Ping 61 0022 P2 B 97.4 15 L 8 L 1.01 L1
Ping 62 0022 P2 B 8.54 L1
Ping 63 0022 P1 12 All  A2(1) 8.54 (24.0,A1) S S 0.96 JS
Ping 64 0022 P1 All 95.6 21 S 1.06 H
Ping 65 0022 P1 A13 25.3 K
Ping 66 0022 P2 B 95.0 L 8 L 1.07 L1
Ping 67 0022 P1 16 All 90.4 S S 098 JS
Ping 68 0022 L2 20 A21 60.6 J 0.86 J3
Ping 69 (t) || 0022 P1 All 86.8 J J 1.00 S1
Ping 70 0022 P1 All 39.7 J 4 J 096 J3
Ping 71 (g) || 0022 P1 All 88.7 12 4 J 1 4 J 096 J1
Ping 72 0022 P2 B 83.1 L L 1.07 L1
Ping 73 0022 P2 B 82.8 8 8 8 M 8 8 8 L 0.99 L2
Ping 74 0022 P2 B 3.37 L L 1.02 L2
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Tabelle A.2, 5. Fortsetzung

konventionelle Methoden

Mahalanobis-Filter

mit Verdiinnungskorr.

Probe Run PCA Hier.CA Part.CA Diskr.Anal. Kerngruppen  End- | Kerngruppen End- Vf. HCA
AL SL Wa (Reloc.) 3% 4% 5% grp. | 3% 4% 5% grp. (AL)
Ping 75 0022 P2 B 88.9 M L 096 L2
Ping 76 (1) 0022 P1 All 64.7 12 4 J 4 J 0.95 J1
Ping 77 0019 P1 All 51.1 J J 1.03  J2
Ping 78 0019 P1 All 85.9 J .01 J2
Ping 79 0022 P2 B 66.3 M L 096 L2
Brhl 1 0022 P2 B 3.92 L 091 L1
Brhl 2 0022 S3a B’ 66.6 d 0.94 d
Brhl 3 0022 S3a 13 B’ 17.7 d d 1.04 d
Brhl 3a 0022 S2b 5 Al3 B(1) 37.1 -
Brhl 4 0022 P2 B 36.5 M L 098 L2
Brhl 5 0022 L2 11 A21 28.8 b b 1.00 b
Brhl 6 0022 P2 B 37.6 M L 0.95 L2
Brhl 7 0022 L2 A21 5.94 b b 1.00 b
Brhl 8 0022 L2 B 15.7 L 0.94 J2
Brhl 9T 0022 S3a 9 B’ 0.62 -
Bonn 106 NOO0S8 P1 A1l A2(1) 11.7 (304, A1) 21 H 0.97 H
Bonn 116 (y) || O003 P1 All 19.5 17 17 H 0.98 H
CFA 2 K001 - C C C - - 9 9 9 - 9 9 9 - - -
CFA 3 K001 - C C C - - 9 9 9 - 9 9 9 - - -
CFA 4 K001 - C C C - - 9 9 9 - 9 9 9 - - -
CFA 5 K002 - C C C - - 9 9 9 - 9 9 9 - - -
CFA 6 K002 - C C C - - 9 9 9 - 9 9 9 - - -
CFA 7 K002 - C C C - - 9 9 9 - 9 9 9 - - -
CFA 8 K002 - C C C - - 9 9 9 - 9 9 9 - - -
CFA 9 K003 - C C C - - - 9 9 - - -
CFA 10 K003 - C C C - - 9 9 9 - 9 9 9 - - -




A.3 Gruppenmittelwerte und -streuungen

Die folgenden Tabellen enthalten die Gruppenmittelwerte und Streuungen der
ausfiihrlicher diskutierten Gruppen des Testdatensatzes Langerwehe-Pingsdorf.
Tabelle A.3 enthilt die Gruppenwerte der durch Relocation erzeugten Grup-
pen aus Abschnitt 11.2.3, Tabelle A.4 die der mit dem Mahalanobisfilterver-
fahren erzeugten Gruppen (Abschnitt IV.4) und Tabelle A.5 die der mit dem
verdiinnungsfaktorkorrigierten Verfahren erzeugten Gruppen (Abschnitt VII.3).
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Tabelle A.3: Gruppenwerte aus partitionierender Clusteranalyse

Dargestellt sind Mittelwerte M, Streuungen o sowie der Wert von o in % von M
nach der Relocation des Abschnittes 11.2.3 fiir die Gruppen A1, A2 und B. (Die
Gruppe O ist identisch mit der der Tabelle A.4.) Angegeben sind die Werte fiir
die 25 Standardgruppierungselemente sowie As, Ba, Ca und Na. Die Angaben

sind in Gewichts-ppm, bei den mit % versehenen Elementen in Gewichts%.

Gruppe Al Gruppe A2 Gruppe B
68 Proben 35 Proben 33 Proben

M + o (%) M + o (%) M + o (%)
As 124 4+ 6.3 51. 13.0 £+ 13.3 >100. 6.94 L+ 4.67 67.
Ba 309. + 45 15. 361. £+ 52. 14. 278. £+ 54, 19.
Ca% | 0.55 + 0.29 52. 052 + 0.25 48. 0.36 + 0.14 40.
Ce 84.0 £+ 8.2 9.8 91.8 £+ 74 8.1 90.7 £+ 9.1 10.
Co 6.51 + 2.65 41. 7.05 + 1.93 27. 5.22 4+ 2.26 43.
Cr 150. £+ 13. 8.8 149. £+ 14. 9.1 167. + 18. 11.
Cs 21.0 + 2.8 13. 288 £+ 3.6 12. 170 £ 2.5 14.
Eu 1.14 £ 0.19 17. 1.24 £ 0.19 15. 1.23 £+ 0.16 13.
Fe% | 1.83 4+ 0.42 23. 1.75 £+ 047 27. 1.43 £+ 035 24.
Hf 599 + 1.17 20. 6.00 + 0.97 16. 8.34 + 1.13 14.
K% |1.87 + 0.19 10. 2.15 £ 0.19 9.0 1.35 £+ 0.24 18.
La 440 + 2.8 6.4 488 + 3.1 6.4 479 £+ 4.0 8.3
Lu 0.39 + 0.03 8.8 0.44 + 0.04 9.3 0.44 + 0.04 8.7
Na% | 0.12 £+ 0.04 39. 0.12 + 0.03 28. 0.10 + 0.02 22.
Nd 31.0 + 3.8 12 349 + 3.7 11. 340 + 43 13.
Ni 40.0 + 11.2 28. 374 £ 11.1 30. 382 £+ 12.2 32
Rb 145. £+ 18. 12. 172. £+ 16. 9.3 105. £+ 17. 17.
Sb 1.15 £+ 0.20 17. 1.01 4+ 0.19 19. 1.17 £+ 0.30 25.
Sc 177 £+ 2.6 15. 183 £ 2.1 12. 151 £ 1.6 10.
Sm 543 + 1.25 23. 588 + 0.93 16. 575 + 1.75 30.
Ta 1.50 + 0.09 6.1 1.79 £+ 0.15 8.3 201 £ 0.19 9.5
Tb 0.65 + 0.09 14. 0.71 + 0.08 12. 0.73 £+ 0.09 13.
Th 146 £+ 2.5 17. 137 £ 1.9 14. 158 £ 1.0 6.2
Ti% | 0.54 £+ 0.06 11. 0.64 + 0.06 10.0 0.74 £+ 0.08 10.
U 3.12 £+ 043 14. 341 £ 0.26 7.6 3.16 £+ 0.35 11.
w 294 £ 0.28 9.4 350 £ 0.46 13. 3.19 £+ 043 14.
Yb 262 + 0.26 10.0 299 + 0.29 9.7 3.14 + 0.27 8.8
7n 61.2 + 18.8 3l1. 624 £+ 17.2 28. 51.8 £ 13.7 26.
Zr 243. 4+ 48.  20. 263. £+ 42. 16. 340. £+ 49. 14.
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Tabelle A.4: Gruppenwerte fiir die mit Mahalanobisfilter erzeugten Gruppen,
Teil 1
Dargestellt sind Mittelwerte M, Streuungen o sowie der Wert von o in % von
M fiir die im Abschnitt IV.4 genannten Gruppen. Angegeben sind die gleichen
Elemente wie in Tabelle A.3. Mittelwerte und Streuungen sind mit der in Ab-
schnitt 1V.3 angegebenen Methode berechnet. Gruppen, die auf dieser Seite
nicht mit dargestellt sind, sind wie folgt in den Fortsetzungen enthalten:

Gruppen 1, m, o: Teil 2 Gruppen L, M, LM: Teil 4

Gruppen J, R, S: Teil 3 Gruppen K, b, d: Teil 5

Gruppe i Gruppe j Gruppe k

2 Proben 3 Proben 5 Proben

M + o (%) M + o (%) M + o (%)
As 6.14 £+ 0.64 10. 4.95 + 2.77 56. 6.95 + 1.76 25.
Ba 328. £+  23. 7.0 336. + 59. 18. 325. +  26. 7.9
Ca% | 0.54 £+ 0.15 27. 0.31 + 0.16 52. 0.44 £ 0.19 43.
Ce 81.5 £+ 0.8 1.0 79.6 + 2.1 2.6 96.6 + 3.4 3.6
Co 598 4+ 0.07 1.2 467 + 033 7.0 6.26 + 0.63 10.
Cr 125. =+ 5. 3.8 134. + 4. 2.8 149. &+ 8. 5.1
Cs 268 £+ 0.2 0.6 219 £+ 3.5 16. 272 £+ 1.1 4.2
Eu 098 + 0.02 2.3 1.17 £+ 0.11 9.2 1.40 £+ 0.11 7.9
Fe% | 1.30 + 0.12 8.9 1.27 £ 0.25 19. 1.37 £+ 0.11 8.0
Hf 545 £+ 0.07 1.2 691 + 037 54 728 £+ 034 4.6
K% |221 + 031 14. 1.85 £ 0.18 9.7 1.97 £+ 0.07 3.5
La 43.8 + 0.3 0.8 428 + 1.9 4.4 49.5 + 1.9 3.7
Lu 0.39 + 0.03 6.4 042 + 0.04 8.3 0.50 £+ 0.02 3.2
Na% | 0.10 + 0.00 4.7 0.11 £ 0.01 6.5 0.14 £ 0.02 15.
Nd 282 £+ 1.8 6.3 335 + 1.9 5.6 380 + 24 6.2
Ni 215 + 7.5 27. 329 + 7.9 24. 35.7 £ 8.1 23.
Rb 149. + 4. 2.7 129. 4+ 24. 18. 151. + 8. 5.1
Sbh 0.83 + 0.06 7.6 0.79 £+ 0.06 8.1 0.88 + 0.10 11.
Sc 154 £ 0.6 3.9 14.6 + 0.8 5.5 173 £ 0.5 3.0
Sm 462 £+ 0.02 0.5 528 + 049 9.3 6.13 £+ 0.40 6.5
Ta 1.69 + 0.09 5.1 1.62 + 0.09 5.4 1.89 + 0.07 3.6
Tb 0.59 £+ 0.02 4.0 0.68 + 0.07 10. 0.80 + 0.03 3.2
Th 10.8 £+ 0.7 6.1 11.2 £ 0.6 5.2 128 £+ 04 3.4
Ti% | 0.66 + 0.06 8.9 060 £+ 0.05 8.6 068 £+ 0.06 8.5
U 3.28 4+ 0.05 1.5 296 £+ 0.38 13. 3.42 + 0.16 4.8
\u% 3.09 + 0.10 3.2 3.02 £+ 0.11 3.7 3.50 £ 0.16 4.5
Yb 2.67 + 0.05 1.7 295 + 0.17 5.9 342 £+ 0.20 5.9
/Zn 498 + 1.7 3.4 41.6 + 3.0 7.3 545 + 4.9 8.9
VAS 244, + 22 9.1 280. £+  30. 11. 315. + 29. 9.1
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Tabelle A.4, Teil 2

Gruppe | Gruppe m Gruppe o
18 Proben 6 Proben 5 Proben

M £+ o (% M £+ o (% M £+ o (%
As 127 4+ 11.1 87. 821 + 1.26 15. 499 4+ 3.84 T77.
Ba 388. + 57. 15. 283. £ 36. 13. 443. £+ 72. 16.
Ca% | 0.40 £ 0.21 53. 0.48 £+ 0.19 39. 0.40 + 0.21 53.
Ce 88.1 £+ 4.7 5.4 70.1 £+ 4.4 6.3 794 4+ 6.9 8.7
Co 726 £+ 0.66 9.1 10.2 £+ 1.2 12. 11.9 £+ 3.0 25.
Cr 146. £ 7. 5.0 131. £ 5. 3.9 118. £+ 29. 25,
Cs 306 + 26 8.7 212 £ 1.9 8.8 448 £+ 0.29 6.5
Fu 1.14 £ 0.11 93 0.83 £+ 0.10 12. 1.27 4+ 0.12 9.2
Fe% | 1.78 4+ 0.41 23. 1.90 £+ 0.15 8.0 289 £+ 028 9.7
Hf 559 £+ 039 7.1 511 £+ 0.87 17. 15.7 £ 1.1 6.9
K% |216 £ 0.16 7.3 1.94 4+ 0.14 7.3 246 £+ 0.78 32.
La 478 + 2.2 47 399 £ 2.1 5.2 372 £ 19 5.2
Lu 0.42 4+ 0.03 6.8 0.33 4+ 0.01 3.8 0.53 £+ 0.04 6.7
Na% | 0.11 £+ 0.01 13. 0.11 £+ 0.02 16. 0.63 + 0.11 17.
Nd 334 £ 25 7.5 246 + 2.1 8.3 341 £+ 4.5 13.
Ni 374 + 8.6 23. 53.4 £+ &80 15. 50.2 £+ 14.3 29.
Rb 182. £ 10. 5.5 167. £ 12. 7.4 999 + 6.8 6.8
Sb 096 + 0.15 15. 1.08 4+ 0.11 10. 0.67 £+ 0.11 16.
Sc 181 £+ 1.0 5.7 141 £ 1.1 7.6 104 4+ 09 83
Sm 566 =+ 0.68 12. 399 £+ 0.68 17. 731 £+ 2.62 36.
Ta 1.81 4+ 0.14 7.9 1.44 4+ 0.09 6.4 1.13 4+ 0.07 6.2
Tb 0.66 + 0.05 6.9 049 £+ 0.04 7.5 0.87 £+ 0.05 5.7
Th 132 4+ 1.1 83 896 L+ 0.53 5.9 123 4+ 0.7 6.1
Ti% | 0.64 4+ 0.06 9.4 0.54 + 0.03 6.4 044 + 0.03 7.5
U 345 + 024 7.1 266 + 0.10 3.7 280 £+ 0.13 4.7
w 3.69 £+ 0.51 14. 274 £+ 021 7.6 2.01 £+ 0.37 18.
Yb 290 + 0.25 8.5 226 + 0.08 3.6 3.77 £+ 0.30 8.1
7n 60.3 + 6.9 11. 788 + 13.4 17. 61.6 £+ 10.6 17.
Zr 243. +  28. 12. 215. £+ 48,  22. 644. £+ 48. 7.5
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Tabelle A.4, Teil 3

Gruppe J Gruppe R Gruppe S
33 Proben 2 Proben 2 Proben

M + o (% M + o (% M £+ o (%
As 13.3 &+ 5.6 42. 189 4+ 17.9 94, 170 4+ 1.1 6.5
Ba 301. =+ 44. 15. 286. &£ 30. 11. 329. &+ 25. 7.7
Ca% | 043 £+ 0.21  49. 0.70 + 0.36 52. 0.57 4+ 0.23 40.
Ce 86.3 =+ 5.4 6.3 101. &+ 1. 1.3 103. =+ 1. 1.4
Co 543 £ 1.62  30. 817 + 0.63 7.7 155 £+ 2.9 19.
Cr 157. &+ 9. 5.7 163. &+ 1. 0.9 174. £ 4. 2.3
Cs 220 &+ 1.8 8.3 254 &+ 0.7 2.7 227 £ 1.2 5.1
Fu 1.16 £+ 0.14 12. 1.53 £ 0.03 2.2 1.57 £+ 0.03 1.9
Fe% 1.90 £+ 0.39 21. 1.76 £+ 0.14 7.7 260 + 0.08 3.0
Hf 560 <+ 0.66 12. 441 £ 0.08 1.7 570 + 0.82 14.
K % 1.92 4+ 0.14 7.3 1.85 4+ 0.05 2.7 1.98 4+ 0.01 0.7
La 45.2 &+ 1.7 3.8 49.3 &+ 0.4 0.8 50,3 £ 1.8 3.5
Lu 039 £+ 0.03 7.5 041 £+ 0.01 3.5 0.47 4+ 0.01 3.1
Na% | 0.099 £+ 0.014 14. 0.092 £+ 0.003 3.0 0.11 £ 0.01 7.3
Nd 31.2 £ 3.0 9.5 34.0 &+ 2.2 6.4 41.0 £ 1.9 4.7
Ni 37.0 £ 9.2 25. 46.8 £+ 23.7 51. 65.7 £ 9.6 15.
Rb 150. &+ 9. 6.3 153. =+ 4. 2.8 162. =+ 4. 2.6
Sb 1.18 4+ 0.16 13. 1.44 4+ 0.10 7.3 1.31 + 0.10 7.4
Sc 19.3 &+ 1.2 6.2 227 &+ 0.4 1.8 207 £ 13 6.4
Sm 515 £+ 0.66 13. 644 £+ 0.14 2.2 6.87 + 0.02 0.3
Ta 1.50 4+ 0.07 4.9 1.39 4+ 0.06 4.6 1.51 4+ 0.11 7.5
Tb 0.65 =+ 0.06 9.8 0.77 £+ 0.03 4.2 0.88 £ 0.05 5.3
Th 16.0 =+ 1.0 6.0 17.3 &+ 0.2 1.2 16.1 £+ 1.5 94
Ti% 0.55 £+ 0.04 8.0 0.50 + 0.03 6.4 0.54 + 0.10 18.
U 324 + 0.39 12. 262 + 0.06 2.3 3.7 £+ 0.13 3.4
w 3.00 £+ 0.23 7.7 259 £ 0.08 3.2 293 £ 0.18 6.1
Yb 257 £+ 020 7.6 3.05 £+ 0.63 21. 3.03 + 0.06 1.8
7n 55.2 &+ 9.9 18. 7.1 &+ 4.8 6.2 102. =+ 6. 6.4
7r 230. =+ 29. 13. 180. =+ 43. 24. 228. + 83. 37.
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Tabelle A.4, Teil 4
Gruppe LM ist aus [ und M gebildet. Die 22. Probe ist Ping 11 (siehe Anhang

A.2).
Gruppe L Gruppe M Gruppe LM
13 Proben & Proben 22 Proben

M + o (%) M £+ o (%) M £ o (%)
As 7.28 L+ 4.02 55, 6.21 £+ 454 73. 712 £+ 4.21  59.
Ba 279. 4+ 67. 24, 294, + 29. 9.8 285. + 54. 19.
Ca% | 0.36 £+ 0.15 43. 0.39 £+ 0.20 51. 0.36 =+ 0.16 45.
Ce 8.3 £ 29 34 95.8 £+ 1.7 1.8 90.3 £+ 5.5 6.1
Co 4.77 4+ 135 28. 4.06 £+ 0.58 14. 458 + 1.19 26.
Cr 161. + 10. 6.0 168. =+ 10. 5.9 165. &+ 10. 6.3
Cs 16.8 4+ 1.4 8.6 17.8 &+ 2.0 11. 173 =+ 1.8 10.
Eu 1.18 £+ 0.08 6.5 1.26 £+ 0.04 3.2 1.21 +£ 0.08 6.6
Fe% | 1.36 £+ 0.22 16. 1.37 4+ 0.29 21. 1.36 £+ 0.24 17.
Hf 7.57 £+ 0.63 83 851 £ 037 44 790 + 0.71 8.9
K% | 133 £+ 0.14 11. 148 + 0.12 84 1.38 £ 0.15 11.
La 45.7 £ 1.6 3.6 51.3 =+ 1.0 1.9 48.0 =+ 3.1 6.5
Lu 0.42 £+ 0.03 6.2 047 £+ 0.01 2.9 044 <+ 0.03 7.6
Na% | 0.10 £+ 0.01 12. 0.099 + 0.008 7.7 0.100 £+ o0.011 11.
Nd 325 4+ 2.6 8.1 35,3 £ 1.8 5.2 33.7 &+ 2.7 8.0
Ni 323 4+ 9.6 30. 31.8 £+ 11.0 35. 327 + 100 31.
Rb 104. &+ 8. 8.1 112. &+ 11. 9.6 107. =+ 10. 9.2
Sb 1.03 £+ 0.08 74 1.23 £ 0.19 15. 1.12 £ 0.16 14.
Sc 151 £+ 0.8 5.5 15.2 &+ 0.8 5.6 15.3 =+ 0.9 5.8
Sm 5.18 £+ 0.29 5.7 587 <+ 055 9.3 551 £ 0.60 11.
Ta 1.93 £ 0.13 6.6 2.15 £ 0.11 5.1 201 <+ 0.16 7.9
Tb 0.68 £+ 0.06 93 0.74 <+ 0.03 4.3 0.70 £+ 0.06 84
Th 157 £ 0.9 5.8 16.0 &+ 0.6 3.9 159 &+ 0.9 5.4
Ti% |0.70 + 0.05 7.5 079 £ 0.05 5.7 074 £ 0.07 9.3
U 298 +£ 021 7.1 3.58 &+ 0.18 4.9 320 £+ 035 11.
w 295 4+ 0.16 54 364 <+ 037 10. 321 + 041 13.
Yb 2.89 £+ 0.19 6.6 3.25 £+ 0.10 3.0 3.03 + 023 7.7
7n 490 £+ 7.8 16. 44.1 £+ 10.1  23. 476 &+ 8.6 18.
7r 311, £ 23. 74 338. &+ 23. 6.7 320. =+ 23. 7.2
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Tabelle A.4, Teil 5

Gruppe K Gruppe b Gruppe d
6 Proben 2 Proben 2 Proben

M £+ o (%) M £+ o (% M + o (%
As 133 + 04 3.1 835 £+ 0.55 6.6 242 + 1.24  51.
Ba 359. £ 54. 15. 319. £ 24. 7.6 203. &£ 21. 10.
Ca% | 0.43 £+ 0.23 54. 0.23 + 0.15 64. 0.3 £+ 0.18 54,
Ce 778 £+ 25 3.2 100. &+ 2. 1.7 71.6 &+ 0.6 0.8
Co 6.65 + 0.63 9.5 3.76 £+ 0.13 3.5 490 £ 0.72 15.
Cr 136. + 9. 6.4 154. £+ 11. 7.2 158. &+ 3. 1.6
Cs 154 £+ 0.7 4.6 252 £ 1.7 6.6 134 &£ 0.5 3.6
Eu 1.04 £+ 0.03 2.6 1.33 £ 0.13 9.7 097 <+ 0.05 4.9
Fe% | 1.70 £+ 0.06 3.7 1.30 £+ 0.09 6.8 1.19 £+ 0.22 18.
Hf 777 £ 0.45 5.8 6.83 + 0.81 12. 9.12 £ 023 25
K% | 156 £+ 0.03 1.8 234 + 045 19. 098 £+ 0.22 22
La 40.8 £+ 1.0 2.5 532 £ 1.2 23 39.5 &+ 0.4 1.0
Lu 0.40 £ 0.02 4.7 0.45 + 0.01 2.8 0.41 £+ 0.01 3.1
Na% | 0.20 4+ 0.03 15. 0.13 + 0.02 14. 0.086 £+ 0.003 3.7
Nd 294 +£ 2.0 6.8 368 £ 24 6.6 25.7 &+ 1.4 5.6
Ni 344 4+ 10.6 31. 30.1 £ 16.5 55. 45.6 &+ 7.7 17.
Rb 111. &+ 3. 2.6 161. £ 16. 9.7 743 +£ 6.1 8.2
Sb 1.34 4+ 0.22 16. 1.30 + 0.10 7.6 1.14 £+ 0.21 18.
Sc 147 4+ 06 4.1 173 4+ 0.3 1.9 125 &+ 0.5 4.2
Sm 6.78 + 1.10 16. 6.05 + 0.17 2.9 428 + 0.05 1.1
Ta 1.39 4+ 0.07 4.9 1.93 4+ 0.09 4.6 1.80 4+ 0.04 2.2
Tb 0.63 + 0.04 6.4 0.78 + 0.04 5.4 064 <+ 0.05 8.1
Th 146 4+ 05 3.5 147 + 0.2 1.6 14.3 &+ 0.7 4.7
Ti% | 0.53 £ 0.08 15. 0.74 £+ 0.03 4.5 0.70 £+ 0.09 13.
U 283 4+ 0.07 2.4 327 £+ 0.05 1.7 279 + 0.16 5.7
w 274 £+ 0.19 7.0 3.14 £+ 042 14. 283 £+ 021 7.3
Yb 261 £ 0.09 3.6 3.18 + 0.06 1.7 3.14 £+ 0.37 12
7n 528 &+ 1.9 3.7 452 4+ 6.1 14. 42.1 &+ 5.9 14.
7r 300. £+ 31. 10. 301. +  31. 10. 395. &+ 34. 8.6
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Tabelle A.5: Gruppenwerte fiir die mit verdiinnungskorrigiertem Mahalanobis-
filter erzeugten Gruppen, Teil 1
Die Darstellung entspricht der der Tabellen A.3 und A.4. Die hier angegebe-
nen Gruppenwerte sind alle nach der in Abschnitt VII.2 angegebenen Metho-
de verdiinnungsfaktorkorrigiert, Mittelwerte und Streuungen wie im Abschnitt
IV.3 berechnet. Gruppen, die auf dieser Seite nicht mit dargestellt sind, sind
wie folgt in den Fortsetzungen enthalten:

Gruppen n, o, H: Teil 2 Gruppen L, b, d: Teil 4
Gruppen J, R, S: Teil 3 Gruppe K: Teil 5
Gruppe k Gruppe | Gruppe m
7 Proben 23 Proben 7 Proben

M + o (%) M + o (%) M + o (%)
As 6.49 + 2.17 33. 11.8 + 10.0 84. 8.22 + 1.23 15.
Ba 320. + 33. 10. 375. £+ 52. 14. 281. £ 28. 10.0
Ca% [ 0.39 4+ 0.18 46. 0.41 £ 0.20 49. 0.47 + 0.18 38.
Ce 909 + 3.8 4.1 86.0 + 2.6 3.0 71.1 £ 1.6 2.2
Co 574 + 0.82 14. 6.83 + 0.74 11. 10,0 £+ 1.2 12.
Cr 145. =+ 8. 5.3 142. =+ 5. 3.2 133. =+ 5. 3.8
Cs 250 £+ 23 9.3 294 £+ 23 7.9 213 £+ 1.2 5.6
Eu 1.34 4+ 0.09 6.8 1.10 £+ 0.07 6.5 0.86 + 0.10 11.
Fe% | 1.31 £ 0.13 9.6 1.71 £+ 0.37 22. 1.92 4+ 0.09 4.7
Hf 723 £+ 041 5.7 5.61 £+ 049 8.7 549 £+ 1.20 22.
K% | 191 4+ 0.10 5.4 2.12 £+ 0.18 8.5 1.94 + 0.10 5.0
La 472 + 1.1 2.4 46.5 + 0.9 2.0 40.2 £+ 0.6 1.5
Lu 0.48 + 0.02 3.3 041 +£ 0.02 5.5 0.34 £ 0.02 6.2
Na% | 0.13 £ 0.02 12. 0.11 £ 0.01 11. 0.11 &+ 0.02 15.
Nd 36.6 + 1.8 5.0 323 £+ 1.8 5.7 254 + 1.7 6.7
Ni 340 £ 7.9 23. 36.4 4+ 83 23. 53.6 £ 8.0 15.
Rb 140. + 11. 8.1 174. 4+ 11. 6.3 167. + 8. 4.5
Sb 0.86 + 0.09 10. 0.93 + 0.13 14. 1.09 + 0.07 6.7
Sc 16.3 £ 0.7 4.1 174 £ 0.7 3.8 143 £ 0.5 3.7
Sm 591 £ 0.36 6.1 5.42 £ 0.49 9.0 4.16 £+ 0.65 16.
Ta 1.80 £+ 0.06 3.3 1.77 £ 0.11 6.5 1.46 £+ 0.05 3.4
Tb 0.78 + 0.03 3.6 0.64 + 0.03 4.7 0.51 + 0.03 6.7
Th 122 £+ 0.3 2.3 127 £ 0.9 6.8 9.00 £+ 048 5.4
Ti% | 0.65 £+ 0.05 7.5 0.64 £+ 0.06 8.9 0.55 £+ 0.04 7.0
U 321 £ 024 7.5 342 + 024 7.1 270 £+ 0.14 5.2
\u% 333 £ 0.16 4.8 3.52 £+ 0.39 11. 278 + 0.16 5.7
Yb 3.30 £+ 0.11 3.3 2.82 £ 0.17 6.1 233 £+ 0.13 5.8
7n 50.2 £+ 6.4 13. 59.8 4+ 10.0 17. 76.6 + 14.3 19.
VAS 309. + 25. 8.1 242, + 24, 9.7 229. + 53. 23.
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Tabelle A.5, Teil 2

Gruppe n Gruppe o Gruppe H
2 Proben 5 Proben 6 Proben

M £+ o (% M £+ o (% M £+ o (%
As 22.1 + 4.3 19. 4.98 4+ 3.77 76. 11.2 4+ 6.6 59.
Ba 330. £+ 51 15. 445. £+ 98. 22. 339. £+ 28. 8.2
Ca% | 0.32 £ 0.15 48, 0.40 £+ 0.21 54. 0.39 £+ 0.20 51.
Ce 919 £+ 0.7 0.7 79.1 £ 3.2 4.0 88.1 £+ 2.8 3.2
Co 4.16 + 0.26 6.2 11.8 £+ 2.5 21. 8.88 £+ 0.79 8.9
Cr 140. £ 3. 1.9 117. £ 24, 21. 142. £ 7. 4.9
Cs 193 £+ 0.3 1.8 447 +£ 0.10 2.3 2005 £ 1.3 6.6
Fu 1.28 + 0.03 2.1 1.27 £+ 0.08 6.0 1.26 4+ 0.05 4.3
Fe% | 1.32 + 0.01 0.9 288 £+ 0.15 5.1 1.99 £+ 0.29 15.
Hf 6.57 + 0.43 6.6 15.7 £ 0.8 5.0 6.45 + 0.97 15.
K% |191 £ 0.15 7.6 246 + 0.78 32. 2.09 £+ 0.25 12
La 45.7 £+ 0.7 1.5 3717 £ 1.7 4.5 451 4+ 1.5 3.2
Lu 0.41 £+ 0.02 5.0 0.53 + 0.01 2.6 0.42 £+ 0.02 5.4
Na% | 0.12 £+ 0.04 30. 0.63 + 0.11 18. 0.18 £+ 0.11 64.
Nd 366 + 20 5.4 339 £ 3.1 9.2 341 £ 3.0 8.9
Ni 19.6 + 8.5 43. 50.0 + 13.2 26. 39.1 £ 8.0 20.
Rb 140. + 2. 1.7 99.7 £ 5.8 5.8 154. &+ 5. 3.5
Sb 1.18 4+ 0.08 6.5 0.67 + 0.09 13. 099 + 0.12 12
Sc 180 £+ 1.0 5.8 104 £+ 04 4.0 164 4+ 08 4.9
Sm 6.07 + 0.16 2.6 729 4+ 262 36. 567 £+ 0.28 5.0
Ta 1.53 4+ 0.05 2.9 1.13 4+ 0.04 3.7 1.56 4+ 0.08 5.3
Tb 0.76 + 0.05 6.8 0.87 + 0.03 2.9 073 £+ 0.04 5.2
Th 167 +£ 06 34 123 £ 02 1.3 133 £ 1.1 7.9
Ti% | 0.61 £+ 0.03 4.9 043 £+ 0.04 8.1 0.59 + 0.04 6.1
U 412 4+ 0.28 6.9 279 + 0.06 2.2 3.30 £+ 0.14 4.3
w 3.00 £ 0.09 3.1 201 £ 0.41 20. 292 £+ 023 7.9
Yb 287 + 0.14 4.9 3.76 + 027 7.2 291 £ 0.09 3.2
7n 40.1 £+ 1.7 4.2 61.3 + 9.2 15. 70.3 £+ 13.2 19.
7r 264. £+ 24. 9.0 643. + 5H54. 8.3 283. £ 48. 17.
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Tabelle A.5, Teil 3

Gruppe J Gruppe R Gruppe S
35 Proben 2 Proben 3 Proben

M + o (% M + o (% M £+ o (%
As 13.0 &+ 5.6 44. 19.0 4+ 18.0 95. 121 4+ 7.6 63.
Ba 301. =+ 43. 14. 286. &£ 30. 11. 319. + 25. 7.7
Ca% | 046 £+ 0.22 48, 0.70 + 0.36 52. 0.53 £+ 0.25 47.
Ce 86.2 =+ 4.2 4.9 101. &+ 1. 1.3 99.7 £ 0.8 0.8
Co 520 + 1.9  3I1. 817 £ 0.66 8.1 13.9 £ 2.9 21.
Cr 159. &+ 6. 3.6 163. &+ 1. 0.7 164. £ 8. 4.9
Cs 224 &+ 1.9 8.5 254 &+ 0.6 2.2 21,5 £ 1.0 4.9
Fu 1.14 + 0.12 11. 1.53 £ 0.04 27 1.50 £+ 0.05 3.3
Fe% 1.86 £+ 0.39 21. 1.76 £+ 0.14 8.1 232 £+ 035 15.
Hf 562 <+ 0.75 13. 441 £ 0.08 1.7 560 =+ 0.52 93
K % 1.92 4+ 0.12 6.4 1.85 4+ 0.04 2.2 1.94 4+ 0.06 3.0
La 454 &+ 1.5 3.3 49.3 &+ 0.2 0.4 489 £+ 0.8 1.6
Lu 039 £+ 0.02 4.9 041 £+ 0.01 3.5 0.45 4+ 0.01 3.1
Na% | 0.097 4+ 0.009 9.2 0.092 £+ 0.002 2.6 0.11 + 0.00 4.3
Nd 309 &+ 2.4 7.7 34.0 &+ 2.2 6.4 393 £ 1.9 48
Ni 371 £ 9.1 24. 46.8 £+ 23.5 50. 62.7 £ 9.3 15.
Rb 150. &+ 8. 5.3 153. =+ 4. 2.4 156. =+ 2. 1.5
Sb 1.18 4+ 0.16 14. 1.44 4+ 0.10 7.3 1.16 4+ 0.18 16.
Sc 19.3 &+ 1.0 5.4 227 &+ 0.3 1.4 19.7 &+ 0.9 4.7
Sm 5.06 £+ 0.53 11. 644 £+ 0.17 2.6 6.65 + 0.08 1.2
Ta 1.51 4+ 0.08 5.0 1.39 4+ 0.06 4.2 1.50 4+ 0.09 6.1
Tb 0.64 £+ 0.05 7.1 0.77 £ 0.03 4.2 0.85 £ 0.05 5.4
Th 16.0 =+ 1.1 7.0 17.3 &+ 0.3 1.6 153 &+ 1.0 6.2
Ti% 0.55 £+ 0.04 8.0 0.50 + 0.03 6.4 0.54 £+ 0.07 12.
U 321 + 0.34 10. 262 £+ 0.06 2.3 347 + 032 9.1
w 3.03 £+ 0.26 8.6 259 £ 0.08 3.2 283 £ 0.09 3.2
Yb 257 £+ 019 7.5 3.06 + 0.64 21. 294 4+ 0.05 1.8
7n 55.6 =+ 9.9 18. 7.1 &+ 4.4 5.8 100. =+ 6. 6.2
7r 230. =+ 28. 12. 180. =+ 42. 23. 215. £ 56.  26.
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Tabelle A.5, Teil 4

Gruppe L Gruppe b Gruppe d
25 Proben 2 Proben 3 Proben

M £+ o (%) M £+ o (% M + o (%
As 757 £+ 437 58. 835 £+ 0.60 7.1 1.84 4+ 142 T77.
Ba 276. £+ 27. 9.7 319. £ 24. 7.6 210. &+ 21. 10.
Ca% | 0.34 £ 0.16 47. 0.23 + 0.15 64. 0.35 £+ 0.19 54.
Ce 91.1 £+ 2.0 2.2 100. &+ 2. 2.2 749 &+ 1.6 2.1
Co 4.76 4+ 1.34 28. 3.7 £+ 0.15 3.9 4.46 + 1.12  25.
Cr 165. + 9. 5.5 154. £+ 10. 6.7 163. =+ 1. 0.6
Cs 175 + 1.8 10. 251 £ 1.5 6.1 13.9 =+ 0.5 3.7
Eu 1.22 £+ 0.06 5.0 1.33 £ 0.12 93 1.00 £ 0.03 2.8
Fe% | 1.41 £ 0.26 18. 1.30 £+ 0.08 6.4 1.28 £+ 0.19 15.
Hf 794 + 0.60 7.6 6.83 + 0.78 11. 934 £ 030 3.2
K% | 139 £ 0.14 10. 2.34 + 0.46 20. 1.00 4+ 0.15 15.
La 483 £+ 1.1 2.2 532 &£ 1.5 28 41.3 =+ 1.2 3.0
Lu 0.44 £+ 0.02 4.9 0.45 + 0.01 2.8 0.43 £+ 0.02 5.1
Na% | 0.10 4+ 0.01 14. 0.13 £ 0.02 15. 0.086 £+ 0.005 6.4
Nd 340 £ 2.1 6.0 36.8 £+ 2.2 6.1 279 &+ 2.7 9.5
Ni 339 £+ 9.7 28 30.1 + 16.6 55. 43.0 &+ 7.6 18.
Rb 108. £+ 10. 9.2 161. £+ 16. 10. 774 &£ 3.9 5.0
Sb 1.12 4+ 0.13 12. 1.30 £+ 0.11 8.1 1.20 4+ 0.17 14.
Sc 153 4+ 1.1 6.9 173 £ 04 24 12.8 &+ 0.5 4.3
Sm 556 + 044 7.9 6.04 + 0.14 2.4 449 + 012 2.7
Ta 202 4+ 0.12 5.7 1.93 £+ 0.08 4.1 1.93 4+ 0.14 7.1
Tb 0.71 £+ 0.04 5.8 0.78 + 0.04 5.4 066 <+ 0.03 5.0
Th 159 4+ 09 5.8 147 £+ 03 2.1 14.5 &+ 0.4 2.9
Ti% | 0.74 £ 0.05 6.8 0.74 £+ 0.03 4.5 0.72 + 0.05 6.9
U 320 4+ 025 7.8 327 £+ 0.05 1.7 3.03 + 0.31 10.
w 3.23 £+ 034 10. 3.13 £ 044 14. 288 £+ 0.08 2.8
Yb 3.06 £ 0.16 5.3 3.18 + 0.06 1.7 323 4+ 023 7.1
7n 50.0 £+ 9.9 20. 452 4+ 6.4 14, 41.8 &+ 4.6 11.
7r 325. £ 25. 7.6 301. £ 29. 938 397. &+ 33. 8.3
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Tabelle A.5, Teil 5

Gruppe K
6 Proben

M £+ o (%
As 13.3 + 0.5 3.7
Ba 359. £ 57. 16.
Ca% | 0.43 £+ 0.24 56.
Ce 777+ 1.7 2.2
Co 6.64 + 0.58 8.7
Cr 136. £ 8. 5.7
Cs 154 +£ 0.6 3.8
Eu 1.04 £+ 0.03 29
Fe% | 1.70 + 0.07 4.4
Hf 777 £ 0.53 6.8
K% | 156 £ 0.02 1.1
La 407 £+ 04 1.0
Lu 0.40 £+ 0.02 4.5
Na% | 0.20 £+ 0.03 16.
Nd 294 4+ 2.0 6.8
Ni 344 + 10.7 31.
Rb 111. £ 3. 2.4
Sb 1.34 4+ 0.21 16.
Sc 147 £+ 05 3.6
Sm 6.78 + 1.15 17.
Ta 1.39 4+ 0.06 4.4
Tb 063 £ 0.04 6.0
Th 146 £+ 03 2.4
Ti% | 0.53 4+ 0.07 13.
U 282 + 0.08 2.7
w 2774 £ 0.16 5.9
Yb 261 4+ 0.08 3.1
7n 528 + 1.9 3.7
7r 300. + 33. 11.
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Anhang B

Ergianzende Rechnungen

B.1 Rechnung zu Kapitel V

Fiir den Verdiinnungsfaktorfilter aus Abschnitt V.3 gilt fiir den Zusammen-
hang zwischen mittlerem Verdiinnungsfaktor f = f; und mittlerem inversen
Verdiinnungsfaktor g = 1/ f; die Beziehung

fr9<1

(siche Bemerkung zu Abbildung V.2), was auf der Berechnung nach Formel V.4
beruht, aber vielleicht nicht sofort einsichtig ist. Die folgenden Abkiirzungen
und Beziehungen sind zum Teil schon in Abschnitt V.3 eingefiihrt worden:

i = yi/z;
9; = 1//

o=/ )]

of = fil /o5

oy, = 9/

>l fil (o)
Z;nzl l/(UfJ)2
v (1/£)
i1 vi(1/ f5)?
Y vifi

r2
i=1 v f;

Sei z; eine beliebige Reihe von MeBgréfien und w; (positive) Gewichte dazu, mit
Yw;i=W,z2= 3 w;z;)/W das_gewichtete Mittel, und 22 = (3" w;27)/W das
gewichtete quadratische Mittel. 1/z und 1/2? sind entsprechend die gewichteten
Mittel der 1/z; und 1/2% . Dann gilt wegen

Z'wj(Zj — 2)2 >0

22 > 72

(Auflésen der Klammer und durch W teilen) und (wenn z > 0), auch
V2> VE2,
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Damit gilt auch

VEZ > 217

Aus der allgemeinen Relation

]

1
>
1/z

(dies ist die Beziehung zwischen arithmetischem und harmonischen Mittel) folgt

z1/2> 1,

212 >\/z22 17

und schliellich (erneutes Quadrieren der gesamten Ungleichung)

damit auch

221/22 >/ z* mz’

W22 Wi/2>WzWl/z

somit auch

iibertragen auf die Verdiinnungsfaktoren heifit dies:

Q- wifH O v/ i) > O_vifi) O vi(1/ )
oder
(i ;)2 vi(1/£5)
(v f7) (X vi(1/£;)?)
= f  q.

Dies war noch nachzuweisen. Werden Korrelationen beriicksichtigt, ist der Be-
weis genauso moglich, statt der Summen tauchen dann Skalarprodukte auf.
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B.2 Handhabung singulirer Kovarianzmatrizen

Singuldre oder nahezu singuldre Kovarianzmatrizen Sy kénnen in den Formeln
(I11.5), (IV.1), (VIL.1), (VIL.2), (IX.4) und (IX.6) zu erheblichen Problemen
fithren, wenn Korrelationen beriicksichtigt werden und die Matrix nicht als rei-
ne Diagonalmatrix angenommen wird. In den angegebenen Formeln muf} die In-
verse der entsprechenden Matrix berechnet werden, die unter Umstinden nicht
existent ist.

Bei den zusdtzlich den Mefifehler einer Einzelprobe beriicksichtigenden For-
men (IV.1), (VIL.1), (VIL.2), (IX.4) und (IX.6) wird das Problem allerdings
dergestalt abgeschwicht, daf die zu invertierende Matrix aus der Summe einer
Diagonalmatrix (f?)Sx (die evtl. mit dem Quadrat des Verdiinnungsfaktors
skalierte Meffehlermatrix einer Einzelprobe) und der unter Umstdnden sin-
guldren Matrix Sy besteht. Diese Summe ist meist nicht mehr singuldr. In so
einem Fall gibt es keine numerischen Probleme. Das Verfahren entspricht dem
von anderen Programmpaketen verwendeten, wihrend eines Fits bei auftreten-
der singulirer Matrix deren Diagonalelemente kiinstlich heraufzusetzen (z. B.
MINUIT in [Paw89]).

Allerdings ist selbst die Matrix (f*) Sx + Sy manchmal nicht ohne Probleme
zu invertieren, beim Filter (I11.5) des Kapitels III ohne Beriicksichtigung der
Mefprézision greift der Effekt ohnehin nicht. In der Praxis hat sich in Bonn
folgendes Verfahren etabliert:

1. Die zu invertierende Matrix S (= Sy, Sx + Sy oder Sy + Sy) wird
zerlegt in “Streuungs-” und “Korrelations-"anteil (vergleiche dazu auch
das Verfahren im Abschnitt 11.3):

S = Sg Sc Ss

mit Ss;; = /5;; Diagonalmatrix. S¢ ist dann eine Korrelationsmatrix,
was den Vorteil hat, mit Eintrigen etwa gleicher Gréflenordnung zu ar-
beiten. Ist S invertierbar, gilt

-1 _ g-1g-1¢g-1
st =sg'sg! sg

Ist S nicht invertierbar, liegt das an S¢, da die (die Streuungen > 0
beinhaltende) Diagonalmatrix Sg keine Probleme bereitet. Daher geniigt
es, alle folgenden Betrachtungen auf S¢ zu beschrianken.

2. Als aus einer symmetrischen Kovarianzmatrix hervorgegangene Korrela-
tionsmatrix mufl S¢ diagonalisierbar sein und lauter positive (oder im
Falle der Singularitdt zumindest nicht negative) reelle Eigenwerte haben.
Dies wird getestet. Mit einem Standardverfahren (z. B. [Pre89]) wird S¢
zunichst diagonalisiert, fiir symmetrische Matrizen geht dies problemlos.
Die Eigenwerte werden gepriift. Liegen sie nicht alle oberhalb einer gewis-
sen Schranke (zur Zeit 107°) oder tauchen sogar negative Eigenwerte auf,
was aus numerischen Griinden bei einer 25 X 25-Matrix durchaus méglich
ist, wird die Matrix S¢ so nicht fiir die weitere Rechnung benutzt.

226



3. Zu jedem Eigenwert A;, j = 1,...,m, gehort ein Eigenvektor ej, dessen
Eintrige ein Maf} dafiir sind, wie stark die einzelnen Elemente j zum ent-
sprechenden Eigenvektor beitragen, wobei wegen der Abspaltung der Ma-
trizen Sg das im Abschnitt 11.3 diskutierte Skalierungsproblem entféllt.
Gestiitzt auf die Beitrige aller Elemente zu diesen Eigenvektoren wird nun
versucht, durch das (sicherlich nicht véllig befriedigende , aber pragmati-
sche und in der %—Normierung zu beriicksichtigende) gezielte Weglassen
einzelner Elemente eine Variablenreduktion und damit auch eine Dimen-
sionsreduzierung von Sc¢ zu erreichen, so dafl S¢ positiv definit wird.

4. Praktisch getestet wurden vier alternativ zu verwendende Verfahren, die
nur teilweise auf die Beitrdge der einzelnen Elemente zu den Eigenvektoren
zuriickgreifen:

a.) Die Elemente, die im Mittel die (betragsmifig) niedrigsten Korrela-
tionen zu allen anderen aufweisen, werden als ginzlich unkorreliert
zu allen anderen betrachtet. Wegen der ohnehin gegebenen Unsi-
cherheit bei der Bestimmung der Korrelationskoeffizienten (Abbil-
dung I11.3) ist dies keine allzu gewagte Ndherung und fiihrt zu ei-
ner Verringerung des Rechenaufwandes (und damit der numerischen
Fehler) sowohl bei der Berechnung der Eigenwerte wie auch bei der
Matrizeninversion, da dann auch in S¢ in den durch die entspre-
chenden Elemente gegebenen Zeilen und Spalten aufierhalb der Dia-
gonalen nur Nullen stehen, der entsprechende Kigenwert ist 1. Meist
allerdings sind auch vor dieser Nullsetzung die vom entsprechenden
Element hauptsichlich mitbestimmten Eigenvektoren solche, deren
Eigenwerte in der Nihe von 1 und damit auBerhalb des kritischen
Bereiches liegen. Diese Methode korrigiert also eher auf numerische
Fehler als auf tatsichlich vorhandene Singularititen.

b.) Elemente, die im Mittel die (betragsmifig) gréfiten Korrelationen
aufweisen, werden weggelassen, und zwar sukzessive so lange, bis
Sc nur noch Kigenwerte oberhalb der gegebenen Schranke aufweist.
Dieses Vorgehen kann begriindet werden durch die ohnehin enthalte-
ne Informationsredundanz bei hohen Korrelationswerten (siehe Ab-
schnitt 11.5).

c.) In dem zum kleinsten Eigenwert von S¢ gehérigen Eigenvektor wird
das Element mit dem hochsten Beitrag bestimmt und dann in der
Rechnung weggelassen. Das Verfahren wird so lange wiederholt, bis
kein Eigenwert mehr unter die Schranke fillt.

d.) Alle Eigenvektoren zu unter die Schranke fallenden Eigenwerten wer-
den gemeinsam betrachtet. Das Element, welches den gréfiten Bei-
trag zu der von diesen Kigenvektoren aufgespannten Hyperebene lie-
fert, wird weggelassen. Das Verfahren wird ebenfalls so lange wieder-
holt, bis kein Eigenvektor mehr kleiner als die vorgegebene Schranke
ist.

Die Verfahren b.) — d.) sollten insgesamt etwa gleiche wegzulassende Ele-
mente liefern, da die grofiten Beitrige zu den den Eigenvektoren kleiner
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Eigenwerte immer von hochkorrelierten Elementen kommen. Allerdings
kann dafiir schon ein einziger Korrelationskoeffizient nahe +1 verantwort-
lich sein, der beim Mitteln in b.) nicht unbedingt erkannt wird.

Die Praxis zeigt folgendes:

a.) ist absolut unbrauchbar. Oft werden von 25 Elementen 20 weggelassen.
Anschlielend bleiben gegenseitig hochkorrelierte Elemente nur deshalb noch
iibrig, weil numerisch “ein Gliicksfall” eintritt.

Von den anderen Verfahren ist c.) das brauchbarste. Diese Brauchbarkeit wird
durch die Anzahl der nicht weggelassenen Elemente bestimmt. Bei c.) werden
nie mehr Elemente als bei b.) oder d.) weggelassen, oft aber (insbesondere ge-
geniiber b.)) erheblich (bis zu 5 beobachtet) weniger.

Wird beim Filtern mit Korrelationen gearbeitet, ist in den Bonner Program-
men Verfahren c.) als automatische Sicherung implementiert', um einen Fehler
durch kleine oder sogar negative Eigenwerte und unter Umstidnden daraus fol-
gende negative Werte von d? zu verhindern.

Mit der beschriebenen Methode ist es auch méglich, Gruppen mit kleinen
Probenanzahlen und von vornherein nicht invertierbarer Kovarianzmatrix unter
Beriicksichtigung von Korrelationen zu betrachten und die “optimale” Auswahl
wegzulassender Elemente dem Algorithmus zu iiberlassen. Generell aber ist es
sinnvoller, bei kleinen Gruppen mit ihren ungenau bestimmten Korrelationsko-
effizienten ganz ohne Korrelationen zu arbeiten. Das gilt auch noch fiir Gruppen
mit Probenanzahlen mit 2 — 3 x der Elementanzahl, wie das Beispiel der halben
Bonn-A-Gruppe in Abschnitt VIL.2.5 zeigt.

'Ein anderes der angegebenen Verfahren auszuwihlen, ist ebenfalls méglich, wird aber
nicht empfohlen.
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B.3 Rechnung zu Kapitel IX

B.3.1 Vereinfachung der Verdiinnungsfaktorformel

Zunichst wird die Entwicklung der Gleichung (1X.6) nach (1X.9) gezeigt. Die
Notation wird durch die Kinfiihrung einiger Abkiirzungen wesentlich verein-
facht:

S:=S)x+ Sly (Bl)

als Abkiirzung fiir die Summe der beiden Kovarianzmatrizen und
w:="58"1j (B.2)

als Abkiirzung fiir die Summe der Gewichte. Damit 148t sich der berechnete
Logaritmus des Verdiinnungsfaktors (IX.8) schreiben als

log f = —w™'tjs~1 (Ix — ly) (B.3)

W »

(gegeniiber (IX.8) ist hier ein aus der hinteren Klammer ausgeklammert

worden). Der mit dem Verdiinnungsfaktor versehene Ausdruck (jlog f+1x—1ly)
kann unter Zuhilfenahme von (B.3) umformuliert werden zu

(Glogf+Ix—1ly) = I(lx—ly)+Ijlog f (B.4)
= I(lx - ly) — w™'Ij}js 1 (Ix — 1y)
= (I-w I8 Hx -ly).

Dieser Ausdruck in (IX.6) eingesetzt, liefert

dl%/[-l—P,Log,Verd,red(x?y) = (BS)
t
_ ﬁ (Ix — Iy)(T — w=18=13)S=1(I — w38~ 1)(Ix — ly)

Dabei ist *J = J und *S = S ausgenutzt worden. Der Matrixausdruck zwischen
den beiden Vektoren kann weiter vereinfacht werden:

I—w's™tHs 11— w'ds™ 1) (B.6)
= st 207 's71ys7 4 (wh)?s71Is 718!
= st _yts1ys-t

Dabei ist beim Ubergang von der vorletzten zur letzten Zeile benutzt worden,
daf} der letzte Summand in der zweiten Zeile umgeschrieben werden kann:

(wh)2871Js713871 = (w7')?s71jtjstjtjst (B.7)
— (,w—l)Qs—].j,w tj S—l
= w's~tys-t

Wird der Ausdruck (B.6) eingesetzt und die Abkiirzungen S und w beriicksich-
tigt, erhdlt man bereits (1X.9):

dl%/[+P,Log, Verd,red(xﬂ y) = (BS)
= YIx—1y) (S_l - w_IS_lJS_l) (Ix —ly)
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B.3.2 Eigenschaften der Moore-Penrose-Inversen

(Zu diesem Abschnitt siehe [Kru75], [Rao71] und [Ait86], S. 99.) Sei A ein end-
lichdimensionaler Vektorraum und C eine singuldre Matrix mit Definitionsraum
A. Es gebe einen Unterraum B in A mit Cb # 0 fiir b € B. Dann ist C~ eine
Pseudoinverse von C, wenn

ccCc=cC, (B.9)
das heifit, daf C~ zumindest das Bild von C wieder in sein Urbild zuriick-
transformiert. Von jeder Pseudoinversen wird das verlangt. CC™ ist damit die
Identitdt auf B. Es gibt noch drei weitere Bedingungen, die fiir eine Pseu-

doinverse nicht notwendig sind, diese aber eindeutig bestimmen und damit die
Moore-Penrose-Inverse festlegen.

1.
C CC™ =C~

Das ist dieselbe Bedingung wie B.9, aber fiir C~ und den Bildraum von
C. Damit ist C auch eine Pseudoinverse von C~. Beide Bedingungen
zusammen ergeben die Eigenschaft “gleicher Rang”, d. h., gleiche Dimen-
sion des Bildraumes von C und C~. Dies ist eine Symmetrieforderung
und bedeutet, da alle nicht im Bild der Ausgangsmatrix C liegenden
Vektoren des Zielraumes von der Pseudoinversen C~ auf den Nullvektor
des Definitionsraumes A abgebildet werden

tcccy=cco

Dies bedeutet, dal CC~ eine orthogonale Projektion ist, also der Zielraum
in das Bild von C und den dazu orthogonalen Kern von C~ zerfillt?. CC~
ist ein Orthogonalprojektor ([Rao71], S. 109).

tlc-o)=c-cC
Dies ist die gleiche Formulierung wie 2. fiir den Definitionsraum A von C.

Wie bereits erwihnt, legen die Bedingungen 1. — 3. zusammen mit (B.9) C~
eindeutig fest.

B.3.3 Moore-Penrose-Inverse von I

In diesem Abschnitt wird
r-=s1_w's-1ys-! (B.10)

gezeigt. Diese Beziehung ist in [Ait86] nicht angegeben, fiir die Verbindung
mit dem Verdiinnungsformalismus ist sie jedoch wesentlich und wird deshalb

?Das quantenmechanische Aquivalent dazu ist die Formulierung, dafi Operatoren, die ver-
tauschen, gleichzeitig diagonalisierbar sind bzw. gemeinsame Eigenvektoren haben.
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hier bewiesen. Es ist niitzlich, die folgenden Beziehungen aus [Ait86] in die-
sem Zusammenhang explizit mit anzugeben (in eckigen Klammern jeweils die
Formelnummer in [Ait86]):

rj =0

G = I-m™'J

GI' =T

[Property 4.6] sowie

‘¢ = G
G = G
Gj =0
GJ =0

[Appendix A, G properties (Auszug)]. Fiir T gilt
IT- =G

[Property 5.6] Es sei angemerkt, daf§ die in Kapitel IX verwendete Schreibweise
mit Indices hier fallengelassen wird, da S sowohl Sjyx + Sjy als auch jede andere
Kovarianzmatrix kennzeichnen kann.

'=GSG

[4.38, dort in der Notation € statt S] Damit wird nun die am Anfang des
Abschnittes stehende Behauptung anhand der Moore-Penrose-Bedingungen des
Abschnittes B.3.2 verifiziert. Zunéchst wird die Abkiirzung

Z=(s"t-wlslys 1
eingefiihrt. Fiir T' gilt nach Konstruktion *T' = T', ebenso gilt *Z = Z und
rG=GT,

weil beide Matrizen mit ihrer Transponierten identisch sind. Zu zeigen ist

a.)

Yrz)=2T
b.)
rzZ=72T =G
c.)
GZ=17
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Daraus folgen (B.9) und 1.) von Abschnitt B.3.2 und aus b.) hier auch 2.) und
3.). Da sowohl T' als auch Z mit ihrer Transponierten identisch sind, ist a.)
sofort klar:

Yrzy=tz'r=zr

Fiir den Rest ist es angenehm, die folgende Beziehung zu haben:

Zj = S l'j-w s 1Jys1j
= s j-wlstjw
s71j-s7!;
=0

Genauso kann 'jZ = 0 gezeigt werden. Damit gilt wegen J = jtj auch
JZ=727J=0.
Daraus folgt c.):

GZ = (I-m™'J)Z
= 1Z

Dies wird jetzt weiter verwendet, um auch b.) zu beweisen:

IZ = GSGZ
= GSZ
= G(ssl-w'sstyst
= GI-w'GJs™!
= G

ZT = G kann analog gezeigt werden. Damit sind alle Eigenschaften des Ab-
schnittes B.3.2 fir Z = S~1 — w=18~1 JS~1 bewiesen, Z = I'~ ist die Moore-
Penrose-Inverse von I'.

Die Gleichung (IX.15) ergibt sich, wenn zusdtzlich beriicksichtigt wird, da$
G Ix = lzx fiir alle Vektoren gilt, und daB T'" = GT'~G. Durch ein Erginzen
der Matrix Z mit G rechts und links und den hier gefiihrten Beweis (Z =T'7)
geht dann die untere Zeile der Gleichung in die obere iiber.
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